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Avant-propos 

Cet ouvrage est destiné aux élèves de lycée et aux techniciens engagés dans la vie 
professionnelle qui, au cours de projets ou de travaux pratiques, sont confrontés à des 
calculs de mécanique. Pour donner à l'utilisateur une autonomie suffisante, nous avons 
construit ce guide autour de quatre niveaux d'approfondissement des connaissances : 

■ L’information par des tableaux réunissant de nombreuses valeurs numériques de 
grandeurs usuelles, dont les symboles respectent les normes officielles. 

■ La connaissance à partir d'énoncés des relations fondamentales de la mécanique, 

■ L'application en donnant des exercices résolus. 

■ La synthèse en utilisant des organigrammes ou une méthodologie définissant les 
principales étapes d’un raisonnement ayant un caractère général. 

En rédigeant ce guide, nous avons voulu : 

■ Réserver une place importante à la modélisation, étape préalable à la résolution de 
tout problème de mécanique, 

■ Assurer une continuité de la classe de première aux SXS + et LU.T. et garder une 
cohérence à la démarche en introduisant le torsenr dans les différentes parties. 
Pour éviter un excès de formalisme, nous avons réduit ces torseurs à des glisseurs 
d'expression plus simple, lorsque des considérations de symétrie, ou la nullité de 
I 1 in variant scalaire, le permettaient. 
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I Solides 

Selon le type de problème que l’on a à traiter, on considère en 
mécanique divers types de «'Solides». 

1*1 Solide réel 

II s'agit d'un ensemble physique dont l'aspect paraît invariable 
lorsqu’on le soumet à des sollicitations diverses et dosées 

(par opposition aux fluides : liquides ou gaz). 


* La masse d’un solide réel reste constante ; 

■ La forme du solide réel varie très faiblement 
selon les sollicitations qu’on lui impose, suivant 
une loi inconnue. 

1*2 Solide déformable 

il s'agit d'un ensemble physique dont la déformation doit être 
prise en compte (chapitre 15). 

Par hypothèse : 

* La masse d’un solide déformable reste constante ; 

■ La forme varie de façon prévisible et quanti¬ 
fiable en fonction des efforts appliqués. 


On distingue 3 types de «solides» déformables : 

* Le solide flexible : il supporte sans réaction notable, 
la déformation qu’on lui impose ; 

* Le solide élastique : il accumule l'énergie de déformation 
qu’on lui communique et est capable de la restituer en reprenant 
sa forme initiale; 

* Le solide souple : il paît se déformer à l’état libre par rap¬ 
porta la terne requise pour sa fonction ; on peut le reconformer. 

1*3 Solide parfait 

Il s'agit d’un modèle théorique souvent utilisé. 


* La masse d’un solide partait reste constante ; 

■ Sa forme ne varie pas quelles que soient les 
sollicitations qu’on lui impose (indéformable) ; 

■ La distance entre deux points quelconques est 
invariante au cours du temps (rigide). 


SUSPENSION D'UN MOTEUR ÉLECTRIQUE 




RESSORTS DE COMPRESSION 
(Solides élastiques) 



Photographie : ressorts Varie! - 69140 Rilliaix la Pape. 
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2 Modélisation 
géométrique 
d’un solide 


MODÉLISATION D'UN SOUDE 


Biellette de raidiss ement 
(reliant le moteur à la cabine 
sur un véhicule de tourisme) 


On reconstitue !e solide à i'aide de volumes élémentaires : 

■ plans, 

■ cylindres de révolution, 

■ cônes de révolution, 

■ sphères, 

■ tores. 



REMARQUES: 

■ Ort néglige les dépouilles faibles, les congés, les petits 
arrondis de raccordements. 

■ L’irformatique permet d'obtenir une forme approchée d’un 
ensemble complexe en associant des surfaces et des volumes 
élémentaires. 

Pour analyser la détormatior d’un solide ou ses efforts internes 
sous charge, on peut le modéliser, selon la complexité : 

■ soit comme une poutre (voir chapitre 45), 

a soit à l’aide de programmes informatiques utilisant, 
par exemple la méthode des éléments finis. 

La méthode consiste à «découper» (on dit aussi : «discrétiser») 
le solide en un très grand nombre d'éléments triangulaires, donc 
de petites barres supposées articulées aux «nœuds». L'allon¬ 
gement ou le raccourcissement de ces «éléments finis» permet 
donc d'étudier les déformations et les efforts internes 
sous charge, 



Cylindres de révolution 



On ajoute ensuite : les congés* 
les dépouilles 
etc. 


* Vocabulaire : voir G.D. 
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3 Repérage 
d’une liaison 

3«1 Repère général 

Pour repérer une liaison, ie mécanicien est amené à choisir : 

• un point fixe, généralement lié au bâti ; 

• une base (x. y. 7 ) (voir § 74.2) avec des vecteurs unitaires 
- donc des axes - dirigés selon des directions caractéristiques 
de l'ensemble : axes de symétries de certaines pièces essentielles, 
pouvant servir de lignes de références à la cotation 

EXEMPLE : 

Pour repérer remplacement de tous, les organes d'un véhicule, tes 
constructeurs associent un repère (0, x, y, 7 ) au châssis tef que : 
(0.x): axe longitudinal du véhicule ; 

(0, y): axe des roues avant; 

( 0 . 7 ): axe perpendiculaire ai sol. 


■ Dans 1e plan (0, x. z ), on peut repérer le milieu E du pare-chocs 
arrière : 

OE = (4129 - 842} x + (713 - 205) ? 

_/+ 3287 \ 
ou bien 0E\ 0 1. 

\ + 508 / 

■ Dans le plan (0, y , z), on peut repérer le centre du contact A 
du pneu sur ie sol : 

ffi.j-!«)?_„? 

0\ 

ou bien OA - 725 . 

\ — 205 / 

■ Dans le trièdre (0, x, y, 7 ). te milieu C du contact du pneu 

arrière gauche sur le soi est tel que ; 

_ 14^0 ^ 

OC -2 580 x - -y y - 205 £ 

_ / 2 580 \ 
ou bien OC - 725 . 

\- 205 / 


REPÈRE GÉNÉRAI. D’UNE AUTOMOBILE 
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3*2 Repère local 

Le repère iocai permet de caractériser une liaison selon sa famé 
géométrique particulière : 

■ axes de symétrte; 

■ normale à un plan particulier de cette liaison. 

Les axes du repère local doivent tenir compte de ces particu¬ 
larités. 

L'origine du repère local sera précisée à partir d'un repère 
généra! {§3.1}. 

REMARQUES : 

■ Pour une liaison n’ayant pas de particularité géométrique 
évidente (encastrement par exemple), il suffit de choisir un 
repère local ayant même base que le repère général. 

■ La position angulaire d'un repère local peut toujours s'ex¬ 
primer à l’aide des « trois angles d'Euler » : 

fp; angle de précession : rotation autour de (^ 0 , 4 ). 

9 . angle de nutation : rotation autour de (xf 0 . Xi) 

<p , angle de rotation propre : autour de (/ 1 . 2 Ç ). 

EXEMPLE : 

Le repère (/l,, jrj, K. % ). ci-contre, va permettre de localiser 
les efforts transmissibles et ta zone de contact entre ta boule et 
le galet 1 d’une souris d’ordinateur. 

■ Dans le repère général choisi (/1 0 , ifo, h - ^0 ). on relève 
les coordonnées de Vf, : 0 ; - a; + b\ 

m Pour obtenir les directions de K, K. h à partir de 
x'q, ÿo, h , il faut placer un repère {A h 7 0 \ yê,Zo)puis le 
faire tourner autour de {^ 11 , K) d’un angle e, afin d’amener 
ÿc en K selon la tangente au galet 1 et à ta boule. 


MISE EN PLACE D'UN REPÈRE LOCAL 



SOURIS D'ORDINATEUR 
Boîtier 



Galet 1 



ANGLES D'EULER 
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4 Modélisation des liaisons 


■ Une liaison élémentaire entre deux solides t et 2 est créée par 
te contact d'une surface associée au solide t sur une surface 
associée è 2 . 

■ Pour caractériser la nature de leur liaison, il faut étudier les 

mouvements relatifs de 1 /2. 

■ Les mouvements relatifs s'étudient dans un repère local 
associé à la liaison, dans lequel : 

T x : caractérise la liberté de translation selon l'axe {A x) 
de 1 par rapport à 2 et réciproquement. 

R x : caractérise la liberté de rotation autour de l’axe (/t. x) 
de 1 par rapport à 2 et réciproquement. 

REMARQUES: 

■ Une liaison entre 1 et 2 peut avoir au plus six degrés de 
liberté C’est une liaison libre (voir fig. ci-contre). 


auxquels on peut associer: 

le chiffre 0. lorsque le degré de liberté est impossible, 
le chiffre t, lorsque le degré de liberté est possible. 

■ À un degré de liberté supprimé correspond un degré de liaison. 


DEGRÉS DE LIBERTE D'UN BATEAU t 
PAR RAPPORT À LA TERRE 2 



(A x, y, z ) : Repère local 


Possibilités 


R x = 1 
ff r =1 


ï x =\ 

Ty- 1 
T r -1 


Nature du mouvement 


Rotation autour de (A x) possible 
Rotation autour (te (A y ) possible 
Relation autour de (4, z ) possible. 


Translation selon (A*) possible. 
Translation selon (A y ) possible. 
Translation selon (A/) possible. 


4.1 


LIAISON ENCASTREMENT OU FIXE 


Définition 


Exemples de solutions technologiques 


C’est la liaison de deux solides 1 et 2 ne permettant aucun mouve¬ 
ment de l'un par rapport à i’autre : aucune rotation ou translation. 


0 Soudage 


Surfaces de liaison 


■ Aucune forme n'est imposée (elles peuvent être de révolution 
ou prismatique selon l'usinage, le montage). 

■ Le soudage supprime les surfaces de liaison. 


Repère local orthonormé 


■ L'origine A est prise soit au centre géométrique de ta liaison 
(fig 1, 2, 4), soit dans te plan d’encastrement (fig. 3)* 

■ Aucune direction n'est imposée. Prendre (O, x) selon l’axe 
longitudinal tfe 1 ai 2, s’i I existe, et [O, y) dans le pian de symétrie, 
s'il existe (fig. 3 et 4), 


1 



A 





tu 


2 

A 



(3) Goujonnage 


Plan d'encastrement 


Schéma spatial 



Schéma plan 


r 

a 

i 0 

0 

0 

0 

0 

0 


2 1 
v~ 



e z 




Bloq ué à fond 
de filet 



© Ajustement serré 



@ Goupillage 


2 yf 



Centre géométriqu e 
de la liaison 


* Cas les plus généraux, A peut être quelconque. 
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4.2 


L IAISON PIVOT 


Définition 


Exemples de solutions technologiques 


Repère local orthonormé 


Galets tendeurs de courroie 


4.3 


LIAISON GLISSIERE 


Définition 


Exemples de solutions technologiques 


Schéma plan 


Schéma spatial 


C'est la liaison de deux solides 1 et 2 permettant un mouvement de 
relation de l'un par rapport à l'autre. 

Surfaces de liaison 

a Surfaces de révolution complémentaires (coussinet) : un seul 
coussinet si / /d> 1,5 ; deux si /7d<0.5. 

a Interposition fréquente d'éléments roulants : un ou plusieurs rou¬ 
lements selon jeux, roluiages, etc 


C'est la liaison de deux solides 1 et 2 permettant un mouvement de 
translation de l'un par rapport à l'autre. 

Surfaces de liaison 


Formes variées conduisant généralement à des liaisons hypersta 
tiques nécessitait des réglages (exceptés certains guidages sur 
machines-outils). 

Repère local orthonormé 

a L’origine fi est prise à l’intérieur de la glissière, 
a L'un des axes doit être dirigé selon la direction du glissement, les 
autres pouvant exploiter des particularités géométriques (axes 
de symétrie...). 


Roulements ou coussinets 


Banc de machine 


Rail de guidage 


Par glissières à rouleaux 


a L'origine est choisie sur l'axe de la liaison, 
a L’un des axes doit être orienté selon l’axe de rotation. 


Schéma plan 


Schéma spatial 


2 Droites communes 


Droites 


T 

fl 

0 

fl* 

0 

0 

0 

0 


Ligne 


"Point* 


Réglage par excentrique 
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4-4 


MAISON HÉLICOÏDALE 


Définition 

Exemples de solutions technologiques 

C’est ta liaison de deux solides 1 et 2 permettant une translation et 
me rotation proportionnelle selon un même axe. de l’un des solides 
par rapport à l’autre. 

Vis-écrou 

- - - J- 

yj 

jrn 

Z 

\ 

Surfaces de liaison 

Écrou_ JU/W 

■ Glissière hélicoïdaîe selon un filet normalisé 

Vis à billes 


De même avec interposition d'éléments roulants : vis à billes. 


Écrou 1 


Billes intercalaires 


LIAISON PIVOT GLISSANT 



Définition 


Exemples de solutions technologiques 


C’est la liaison de deux solides 1 et 2 permettant la rotation et la 
translation selon le même axe, de !'un des solides par rapport à 
l’autre. 


Coussinet sur arbre 


Surfaces de liaison 


■ La surface de liaison est obligatoirement cylindrique de révolu¬ 
tion, avec ou sans interposition d'éléments routants. 

■ Plusieurs liaisons pivot glissant coaxiales {tolérance compatible 
avec le jeu fonctionnel) constituent une seule liaison pivot glissant. 



glissant 


Repère local orthonormé 


Douilles à billes et roulements 


■ Origine A sur t’axe de rotation et de glissement (axe de viration). 

■ Un axe (A,x) dirigé selon l’axe de viration. 


Roulement 


Douille 


Schéma spatial 



Schéma plan 


T 

fl 

T x 

«X 

0 

0 

0 i 

0 




1 

X 

L A 



ft R x et T k sont conjugués : 7 K = k. R x . 


Photographie : vis ïransrd / SKf. 
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4.6 


LIAISON SPHÉRIQUE- À DOIGT 


Définition 


C’est la liaison de deux solides 1 et 2 permettant ta rotation autour 
de deux axes concourants, de t'un des solides par rapport à l'autre. 


Surfaces de liaison 


Elles se ramènent à des cannelures bombées (forme sphérique can¬ 
nelée) emboîtées dans des cannelures rectilignes (alésage cannelé). 


Repère local orthonormé 


■ Placer sort origine au point de concours des axes de chacun des 
solides lorsqu'ils ne sont pas en prolongement. 

■ Associer les deux autres axes à l'un des solides. 


Schéma spatial 



Schéma plan 


T 

R 

0 ' 

0 

0 

R y 

0 

fi. 



Exemptas de solutions technologiques 


Accouplement à ergots 



1 Seule 1 


Accouplement à denture 


Bouchon de graissage 

1 ^ 



4.7 


LIAISON APPUI-PLAN 


Définition 


C'est la liaison de deux solides 1 et 2 permettant la translation selon 
deux axes et une rotation autour du troisième, de l'un des solides par 
rapport à l'autre. 


Surfaces de liaison 


. Toutes surfaces définissant un plan : plans coplanaires, droites 
parallèles, trois points, droite et point, etc. 

. Sur le dessin ci-contre, on peut remarquer les surfaces S,. 


Repère local orthonormé 


. Origine A dans îe plan de contact. 

. Un axe dirigé selon la normale au plan, les deux autres étant liés 
à l'un des solides. 


Schéma spatial 



T 

R 

T * 

Ty 

0 

0 

// / ^ 

0 

fi, 


Schéma plan 


1 + Z 

A 

2 


P 

7 ,1X1 


y x A 


Exemples de solutions technologiques 




/ 




Si 


Si (appui semelle-support), 

S z (fiasque avant sur carter), 

S 3 (bomier-carter), 

S 4 (bomier-couvercie), 

S 5 (flasque arrière-carter), etc. 
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4 «8 


LIAISON ROTULE OU STHÉRIQUE 


Définition 


Exemptes de solutions technologiques 


C’est la liaison de deux solides 1 et 2 permettant la rotation autour 
des trois axes, de l'un des solides par rapport à l'aube. 


Tête d'attelage 


Surfaces de liaison 


Sphère mâle et sphère femelle ; 

EXEMPLE : 

Tête d’attelage à fermeture automatique. 


Repère local orthonormé 


■ Origine au centre de rotuiage, confondu æ/ec les centres des deux 
sphères assemblées. 

■ Axes liés à l'une des sphères. 


Avant 

liaison 


Schéma spatial 



Schéma plan 


T 

R 

0 

R* 

0 

R y 

0 

R z 



Après 

liaison 



4.9 


LIAISON LINÉAIRE RECTILIGNE 


Définition 


C’est la liaison de deux solides 1 et 2 permettant la translation selon 
deux axes, la rotation autour de l'un deux, la rotation autour d'un 
troisième perpendiculaire, de l'un des solides par rapport à l’autre 


Surfaces de liaison 


Elle se réduit à une ligne rectiligne (théorique) : 

■ Arête de deux plans sécants sur un troisième (couteaux de balance}. 

■ Cylindre en appui sur un plan par sa génératrice. 


Repère local orthonormé 


■ Origine sur la ligne de contact. 

■ Un axe dirigé selon la droite de contact et un autre axe dirigé 
selon la normale au plan tangent commun aux deux solides. 


Schéma spatial 


- 

T 

R 


T * 

R* 

T y 

0 


0 

R 7 


Schéma pian 


Z V 

□ 


I 


Exemples de solutions technologiques 
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4-10 


LIAISON SPHÈRE-CYLINDRE OU LINÉAIRE ANNULAIRE 


Définition 


Exemples de solutions technologiques 


C’est la liaison de deux solides 1 et 2 permettant la rotation autour 
de trois axes, la translation selon l’un d'eux, de l’un des solides par 
rapport à l’autre. 


Dans un réducteur roue-vis sans tin 


Surfaces de liaison 


■ Contacts entre l'arbre et les joints d'étanchéité. 

■ Centrages courts de chaque chapeau avec le carter. 

■ Contacts sous tête réduits de chaque vis avec le carter. 

■ Guidage par roulement dès l'instant que l'arrêt axial s'effectue sur 
l'autre roulement (selon sens de rotai ion). 

■ Sphère et cylindre de même diamètre tangents intérieurement. 


Arbre 


Repère local orthonormé 


Origine au centre de symétrie de la liaison. 
Axe selon celui du « cylindre ». 


Schéma spatial 


Schéma plan 



T 

b 

ur 1 ' 

In V 

1 


r x 

A 

* 1/ 

0 

Ry 

1—ro/i vu* jj - 

1 VJ ^ z - 0 y 

2 y 

0 

A! 

12 2 



4.11 


LIAISON SPHÈRE-PLAN OU PONCTUELLE 


Définition 


C'est la liaison de deux solides 1 et 2 permettant ta rotation autour 
de trois axes et la translation selon deux d’entre eux, de l'un des 
solides par rapporté l'autre, 


Surfaces ûb liaison 


Sur l’exemple * la souris d'ordinateur, on observe des liaisons 
ponctuelles entre : 

■ Sphère et plan (proche du schéma normalisé), en A$ ; 

■ Sphère et cylindre en Ai ; 

on peut trouver aussi dans d’autres assemblages : 
a Cône-plan ; etc. 


Repère local orthonormé 


Origine au point de contact 

Un axe selon la normale au plan tangent commun. 


Schéma spatial 


,1. \J? 

T 

fi 


T* 

A 

yvT*; 

Ty 

A 


0 



Schéma plan 


x 4 x £ 


Exemples de solutions technologiques 
Souris tPoriîïiiatBur 


Pian t angent commun en Aj 
Boîtier V/ 



Détecteurs angulaires 


























































































































18 


5 Modélisation 
de mécanismes 

5«1 Objet 

Donner une image simplifiée et symbolique d'un mécanisme 
afin de faciliter: 

■ L'étude des mouvements. 

■ L'étude des efforts. 


5 «2 Méthodes 
5 « 21 En phase de conception 
La démarche s'effectue selon te processus : 



L’utilisation des symboles normalisés (voir G.D. 53) est vivement 
conseillée. 


5 ■ 22 En phase d’analyse 
À partir du pian dénsembfe du mécanisme ; 

1° Analyser te fonctionnement 

■ Mouvements ou équilibres stricts envisageables. 

■ Justification des divers usinages, des types de montages. 

2° Définir les classes d'équivalence 

■ Colorier d’une même couleur, toutes tes pièces en contact 
n’ayant aucun mouvement relatif pendant l'usage du mécanisme 
que l’on étudie, à l'exception des pièces déformables (ressorts, 
membranes. ..) et des billes ou rouieauxdes roulements. 
Chaque groupe colorié constitue une classe d'équivalence selon 
la relation « pas de mouvement relatif « et peut être affecté d’un 
même repère (par exempte, celui de îa pièce principale). 

3° Tracer le graphe de structure (ou de liaison) et recher¬ 
cher dans ia norme, le type de liaison reliant chaque groupe. 

4° Dessiner le schéma cinématique minimal en y reportant 
chaque repère de groupe. 


SCHÉMA PLAN D’UNE COMMANDE D’AXE 



SCHÉMA EN PERSPECTIVE D’UNE COMMANDE D'AXE 

( 2 ) 




Ai _0 : liaison pivot d'axe (A x) 

2 : liaison hélicoïdale d'axe (A, x) 
C ? ^ : liaison glissière d'axe (C, x) 
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5 «3 Exemple de modélisation en phase d’analyse 


5.31 EXAMEN DU PLAN D'ENSEMBLE DU 
MÉCANISME (NOMENCLATURE SOUHAITABLE) 


5 ■ 32 RECHERCHE DES 

CLASSES D’ÉQUIVALENCES 


On souhaite mettre en évidence le principe de fonction¬ 
nement de ce montage de fraisage. 


Colorier d‘une même couleur les pièces n'ayant aucun 
mouvement relatif. On obtient alors les classes d'équi¬ 
valences. 


6 7 


8 9 10 11 


(9) (10) (11) (5) 



10-11 enlevés 





5.33 


GRAPHE DE STRUCTURE 



Ct -5 Appui plan 
Si-io Hélicoïdale 
A 6 . 9 Pivot 
Si o-ii Rotule 


1 1 „ 6 Linéaire rectiligne 
65-9 Appui-plan 
B g. 11 Appui-plan 
Nÿ.p Sphère-plan en C, et C 2 


(1)={ 1:23:4} 
(9)={ 8;9) 


(5)={ 5} (6)-{8;7> 

( 10 ) = ( 10 ) («) = («) 


5 .34 SCHÉMA CINÉMATIQUE MINIMAL 


(10) (11) (5) 



/■[-g devient sphfere-pian si l'on considère que les doigts C] et C 2 appuient sut la pièce et que !e jeu entre B et 7, irop faible, interdit un contact linéaire entre 1 et 6 
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6 Modélisation des actions mécaniques 


6m 1 Définition d’une action 
mécanique 

On feigne par « action mécanique » toute cause physique capable ; 

■ de mortifier le mouvement d'un corps; 

■ d’interdire te mouvement d’un corps susceptible de se déplacer ; 

■ de déformer un corps. 


6.32 Pointeur (p, F ) 

Utilisé en résistance des matériaux et en dynamique, il représente 
la force F avec tes caractéristiques du gltsseur auxquelles on ajoute 
un point d'application P. 

EXEMPLE: 

Sur chaque point rt,dela paroi, l'eauexerce une force élémentaire 
p modélisable par un pointeur {A „ /,} ou (Aj, f t ). 


6*2 Formes d’actions 
mécaniques 

■ Les forces : elles génèrent ou interdisent un mouvement 

selon une droite. 

■ Les moments (ou les couples} : ils génèrent ou interdisent un 
mouvement autour d’une droite. 


6»3 Représentation vectorielle* 

6» 31 Glisseur ((4), F) 

—* 

Utilisé statique, il matérialise ta force F : 

u par sa direction (/l), 

■ son sens, 

—> 

■ sa norme, proportionnelle à l'intensité de F 


6 ■ 33 Couple (ou moment) C 

Pour débloquer le contre-écrou 3 avant réglage, l'opérateur doit 
exercer un couple C caractérisé par : 

■ l’axe du vissage (ou de rotation} : (0, x ) 

■ te sens de rotation : + x (voir règle § 74.4), 

■ une norme, proportionnelle à cette action mécanique. 


6 ■ 34 Torse ur « force » [3a s/a) 


Il permet de représenter toutes actions mécaniques exercées par le 
milieu extérieur (s) sur (s). 

■ Glisseors et pointeurs : 


{>42/1 0} . . ; (Bj/i 0}-; /,{// O} , 77 

' (x.y.t) B (x.y.z) 1 ix.ï.i) 


m Coupie: {0 C) . . . (torseur-coupte). 


EXEMPLE 1 : 

Le ressort exerce sur le clapet 1 une force modélisable par {(A), A m }. 

EXEMPLE 2: 

Pour ouvrir te clapet 1, feau exerce un effort modélisable par B m . 


m Effort transmissible par une liaison, repérée en un point P, entre 
un corps/'et un corps/: 

(x , y , z ) est alors la base où l'on exprime l'effort. 





LIMITEUR DE DÉBIT 


TORSEUR 


^ Oi/j 


Passage 
libre 

Eau 4 
Corps 


1 Écrou 
de réglage 

Passage 
étranglé 

sbit contrôlé 


A-A 


Contre-écrou 


’ Gonflements ata chapitres 71 à 74 
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6«4 Mise en place d’un torseur «force» 


il s'agit de représenter, te plus précisément possible, les actions 
mécaniques susceptibles d’être transmises par ta zone de contact 
commune à deux corps 1 et 2 

On choisit un point, A par exemple, au voisinage de la zone 
de contact. 

Une observation macrogéométriqtie montrerait que les deux corps 
1 et 2 n'ont que quelques points en contact:^, A 2 , ... A„... A,. 
En chacun de ces points, 2 exerce sur 1 des forces que l'on peut 
représenter parties pointeurs (Ai. h), (Aï, h). ..{Ai.fi), ... 
[A n , ?’). (1 exerce les actions opposées sur 2.) 


En un point A„ de la surface de contact, voisine du point A, 
le corps 2 exerce sur te corps 1 une force élémentaire 
(/!,-, ff ) et réciproquement. 


Un ensemble de pointeurs se représente aisément par un torseur. 
D'où le torseur des actions mécaniques transmissibles par te liaison 


■ Lors d'un contact, les actions exercées par les éléments du milieu 
extérieur sent dirigées vers l’intérieur de la matière du corps 
isolé. 

■ Dans le cas d’une liaison encastrement, on peut conserver le rai¬ 
sonnement et considérer les forces de cohésion de la matière ; tes 
actions élémentaires n’ont alors aucun sens privilégié. 

■ Le torseur des efforts transmissibles peut être représenté par sa 
somme et son moment ; on tes dessine alors en A. 

m Dans un repère { O, x, y, z) orthonormé direct que l'on peut 
choisir localement, les éléments de réduction du torseur des actions 
mécaniques transmissibles par une liaison quelconque admettent six 
projections que l'on note conventionnellement : 


_ 1 


i —* i 


^2/1 

Ya\ 

$ AV\ 

Ma] 

UJ 

I 1 

t N Al 


Il convient, en cas d'ambiguité, de distinguer les repères 1 et 2 
des corps 1 et 2 : 



M. _*J avec J 

1% 




^2/1 1 

/ \ 

* Wf 1 

l*A2n= **»(*'■ V 

A 7n 

Y AV 1 I 
\Zaw! 


M A21 1 
. Nfiw , 


■ Le point ne fait que situer la liaison ; on peut le choisir arbitrai¬ 
rement (souvent placé au centre). 

■ On représente l’action du milieu extérieur sur le corps que 
Ton isole. 


■ Ces six projections montrent que, quelle que soit ta liaison, 
elle ne pourra jamais présenter plus de six inconnues 
scalaires. 



de contact 
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7 Actions des liaisons parfaites dans l’espace 


Une liaison parfaite entre t et 2 est caractérisée par : 

■ Des surfaces de liaison géométriquement parfaites, 
indéformables et des ajustements sans jeu : 

■ Des contacts sans frottement : 

Les composantes de la résultante Ââ/i sont nutles selon tes axes 
{/I i ) et (yi .y ) car A y\ est perpendiculaire à n. Les translations 
T x et T y sont possibles (voir fig. 2). 

La composante du moment résultait est nulle selon l’axe de 
rotation (A ,z ), La rotation fî, est possible (voir tig. 2). 


® Identifier la liaison 


Liaison 1 -2 



/ X.*- ~T~ ->■ 

\ , 

ix A L a \ 

r — y - 

■ A i A 2n} 

\ A 

m* ! 


r A ivifi t 

\z A wJ 


DÉMARCHE : 

On identifie tes composantes milles du tcrseur transmissible 
A { A m y dans ie repère local (A x , y, 1) en respectant les deux 
étapes suivantes : 

■ les «imposantes nutles de la résultante correspondent aux 
translations possibles de 1/2 selon les trois axes ; 

■ les composantes nulles du moment W/an correspondent aux 
rotations possibles de 1/2 selon les trois axes. 


d> identifier les composantes milles 


Translation ■ (A , î} possible : 
selon: ■ (4.ÿ) possible: 

a (>l, 2 )impossible: 7>0 


7> 1 
T ,-1 


=* Xa = 0 
=> Y Â = 0 

=> h * 0 


Rotation a (Aî)impossible: /?,={) L A * 0 

selon: a M, y) impossible : R y =0 => M A *■ 0 

a (A,z) possible: /?,= 1 =* N A = 0 


® Choisir le repère local «t (A,x,y,z ) 


@ Écrire te torseor transmissible 


■ A : centre géométrique de la liaison 
a [A,J),(A,y) dans le plan n. 

■ (4,7) normal au plan k 


#A2fl} = 


0 La 
0 Ma, 

a\Z a 0 ) R x -5) 


Cette démarche est commune à toutes les liaisons ci-dessous. 


Liaison 


Schématisation 


Translation 


A {Am) 


Rotation 


Représentation de f 


Encastrement 
ou fixe 

(fl,x,ÿ,î)={fjî) 
quelconque ** 



iy 

h 


Xa La 
Y a "ai 
Z. N J 


x'St 


n Y 


flj = 6 


*** 



Pivot 

de centre : /I, 
d'axe: [A,2) 



O ► {Xa La 

o > y a m a j a 

o r aU « >9i 


"Y 

«r 


n s = 5 



Glissière 
décentre : A 
d’axe ; (fl, jr ) 




n r 

«r 




n s = 5 



* Cas le pins généra! ** A est souvent situé dans le pian tfencasiremeot. 


*’* n s : nombre d'inamnoes sialiques ou degré de liaison- 
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Représentation de A {A?n) 


Liaison 


Schématisation 


Translation 




Rotation 


Hélicoïdale 
Centre A 
Axe (A,x) 


IX A kX A \ 
Ya M a 

Z A n a 


Pivot glissant 
Centre A 
Axe (A,x) 


Sphérique à doigt 
Centre A 
Axe doigt (A,z) 
Rainure dans 
(A.x.zf 


Appui-plan 
Centre A 
Normale (A,z) 


a 


Rotule ou 
sphérique 
Centre A 


"S 


Linéaire rectiligne 
Centre A 
Normale (A,z) 
Arête (A,x) 


Sphère-cylindre 
(Linéaire annulaire) 
Centre A 
Axe (A,x) 


Sphère-plan 
(Ponctuelle) 
Normale (A,z) 


r, et J?„ sont liés, force et moment aussi :L A =k.X A oè k=±-£- (pas cinérratique) et p (pas). " n s - nombre d'incormues statiques ou ctegré de I laiscn 

€- JE 
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8 Modélisation, 
dans le plan, 
des actions 
mécaniques 

Quand îa surface de contacta une géométrie et des actions trans¬ 
missibles qui présentent une symétrie par rapport à un plan, on 
peut effectuer une modélisation plane. 

Choisir alors un repère local dont les axes sort confon¬ 
dus avec les axes de symétrie de la liaison. 

EXEMPLE: 

Sur fa figure ci-contre, on suppose que (P), défini par tes axes 
(A x) et {A y) est un plan de symétrie peur la liaison en A 
entre deux corps (S^ et (S^. 

REMARQUES : 

■ Chaque point de contact A ■„ voisin de A possède un symé¬ 
trique/!', par rapport à {P) : H, A^Hj A); 

m Chaque pointeur (A, 7,) admet un symétrique [A] fi) 
tel que : 

f i = f ix • X f iy- y ^ f if Z 

7% t ix .x + f if .y-f u .z 

m On en déduit la forme du torseur en A associé aux efforts 
transmissibles par cette liaison : 

z[7j+7j).x=ï(2.t ix )=x£œ Ax [Ajj) + ^(/',.A)= o 
z(ïi+r i ).hz{2.fiy)=Y£œAy(Aji) +E# A y{A‘i. î'b =0 

£{î,+ ri}.U 0 ËfiMJi) *Z4 At {A'i7'i) = N 

m d’oùletorseur- 


« 

il 

x o\ 

Y 0 

n u J * 

A 

0 N IfJt.r.* ) 


■ Il n’y a jamais plus de trois inconnues scalaires. 

■ Il revient au même de projeter toutes les actions mécaniques 
dans le plan de symétrie et d'ajouter un moment. 


Lorsqu’une liaison possède un plan de symétrie à la 
fois géométrique et pour les efforts transmissibles, on 
peut rapporter toos les efforts dans ce pian à condition 
d’ajouter un moment ; ce dernier admet une seule 
projection, perpendiculaire à ce pian. 
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EXEMPLE : 

Le dessin ci-contre montre te mécanisme de commande (tes 
quatre soupapes d’un cylindre de moteur à explosion. 

Pour ouvrir l’une des soupapes, la came 1 agit en A sur le ! in¬ 
guet 2 qui transmet une action mécanique à la soupape 6 
par l'intermédiaire de la tige 3 , du culbuteur 4 , du poussoir 
réglable 5 en comprimant te ressort 7-8 

L'examen de ce mécanisme montre que toutes ces pièces et les 
efforts appliqués ont un plan de symétrie en commun. 

Un mécanisme dont toutes les pièces utiles admettent 
un même plan de symétrie pour la géométrie et les 
efforts est un mécanisme pian. 



REMARQUE: 



MÉCANISME DE COMMANDE DE SOUPAPES 

4 


Fiston 


Bielle 


7-8 


■ Une seule vue permet de définir le fonctionnement 
d’un mécanisme plan (fig. 2). 

■ Le schéma cinématique do mécanisme se construit entière¬ 
ment dans le plan { O.x.y) (fig. 3). 


Liaison 

Repère local 

Commentaires 

0-1 

(Pivot) 

(û*.y.r) 

Axetterotation [Q,z ); 

{ D,x )et(0,F Jconvtennenl. 

1-2 

(Sphère-plan) 

-*■ ■> > 
(A*, y,*} 

indique la normale 
au contact. 

0-2 

(Rotule) 

(fi.jr.y,/) 

Seul fi rot important; 
la hase ( x, y, z) convient. 

2-3 

(Rotule) 

( C.x.y.h 

Seul fi est important ; 
ta hast ( x, y t z) convïenl. 

3 (4-5) 
(Rotule) 

(P,*, y. 2} 

Seul D est important; 
la base( x. y, z) convient. 

(4-5)-6 
(Spfière-plan) 

( rt jti, ÿî,z) 

( F,K) décrit la normale au plan 
de contact y> ï est 

coplanaire à ( y Y 

6*0 

(Pivot 

glissant) 

(/,*5,K.4 

( î * y \)décrit l’axe du pivot glissant. 

Les axes ( f, jr>)ei(F,z ) 

conviennent. 

Repère coplanaire à ( 0, x, y, z ), 


( 2 ) MÉCANISME DE COMMANDE DE SOUPAPES 
D'ÉCHAPPEMENT 




( 3 } SCHÉMA CINÉMATIQUE PLAN 

3 
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9 Actions des liaisons parfaites dans le plan 


Lorsqu'une liaison 1 -2 présente un pian de symétrie P - (A, x, y) 
pour la géométrie et les efforts, les actions mécaniques de 2/1 
sont modélisables en un point A, appartenant à (P}, par un torseur 
dont la forme est : 


\{Am) — 


X A 0 
Y a 0 

0 n a 


(voir chapitre 6) 


(ï.jU'f 


avec : {A, x) et (A, y) contenus dans le plan (P) ; 

(A,z) perpendiculaire au plan (P). 

Pour une liaison parfaite* * particulière, parmi les composantes 
ci-dessus, certaines sont nulles. 


© Poser les composantes ouïtes 

Compte tenu de (P) et de {< 

Translations ► 
potentielles ► < 

A 

é.x,/,7)o 

x A r o 

Y A 1 - 0 

0 Na?\ 

n écrit : 

4 Rotation 
* potentielle 


O Choisir le repère local uî (/5, x, y, / ) 


A : centre géométrique de la liaison. 

{A, x) dans le plan (x) et le plan (P) de symétrie. 
(A. y) normal à (jt) et dans le plan {P} de symétrie. 
(A, 7) dans le pian (x) et normal au plan (P). 


® Identifier la liaison 


démarche : (voir exemple ci-contre} 

r Choisir le repère local St (A x, y, z). (/I, x) et (A /Jetant 
dans le plan de symétrie, les «imposantes Z A , L A , M A , sont 
nutles. Écrire les trois zéros correspondants. 

2" Pour la liaison considérée, étudier les possibilités de déplacement 
de 1/2 selon les axes du repère en maintenant le plan (Pt) appar¬ 
tenant à 1 en coïncidence avec te plan (P 2 ) appartenant à 2. 

Il y a lieu de respecter les deux élapes suivantes : 

■ Les composantes nulies de la résultante A m sur les deux 
axes contenus dans (PJ correspondent aux possibilités de trans¬ 
lation de 1/2 selon ces deux axes. 

■ La composante nulle du moment $ Am selon un axe perpen¬ 
diculaire à (P) correspond à la possibilité de rotation de 1/2 autour 
de cet axe. 

3 e Calculer l'invariant scalaire : J- A V \.M Am . 

Selon le résultat, le problème peut se simplifier 

Si J = 0, le torseur A {A m ) est ré ductible en un point A'à un 

glisseor d'expression plus simple car /H A - 2 n = O . 

La position de /l'est à déterminer {chapitre 76}. 



Pour un problème plan, avec symétrie : 
le degré de liberté $e limite à T x . 


@ Jdenlifier les composantes nulles 


Translation ■ {A /} possible : 
selon: ■ (A, y) impossible: 


r„=i 

Ty = 0 


= o 
Y* = 0 


Rotation 
selon : 


(A?) impossible : H z = 0 ==> N A * 0 


© Écrire le torseur des efforts transmissibles 


{^2/l}“{^2Z1 ^A2/l} “ 


0 0 
Ka 0 
0 /Va 




Cette démarche est commune à toutes les liaisons usuelles 
sauf la liaison hélicoïdale (voir ci-dessous). 


EXCEPTION: 

La liaison hélicoïdale possède une surface de liaison qui s'appuie 
sur une hélice. Quelque soit le pian (P) considéré, il est impos¬ 
sible d'associer à un point de contact M, un point M\ symétrique 
de M par rapport à (P). La démonstration du chapitre 8 ne 
s’applique pas. 


^ tjw, 

U 

V'*\ 

! ; \ J 

W\ 7 

zn° v 

7 x**\y 

f M t i n 

T ~ . 


h . /*s 


* Voir définition d'une liaison parfaite au chapitre 7 
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Invariant scalaire §74,3 
























































































































28 



Invariant scalaire § 743 
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9-5 


CAS DE LIAISONS NE PERMETTANT AUCUN EFFORT 


Liaison 

Schématisation 

Appui plan 
de normale (A f z) 
perpendiculaire 
au plan (A f x,y) 

1 

2 

T 

VT— 

AL_ . 

X 

Linéaire rectiligne 
selon (A,y) 
dans le plan 
(A.x.y) 

2 ' V ‘ 


L 

1 

■ V 

1» 

— 

-A 

il 

Sphère-plan 
de normale (A,z) 
perpendiculaire 
au plan (A,i,y) 

2 

^ ©? 


Translation 

y, { A 2/1 î 

Rotation 

Représentation du torseur 

À Ain ) = A^ m /fA2li ^ 

h 

1 

► 

G 01 






Y, 

1 

► 

0 0 




ÿ\ 

\ ©z 



4 

0 13 J 



Ri 



U 







A 

■---<—>- 

X 

Degré de liberté 


Nbre d’inc. stat. 




<?*3 




n s = 0 





La Wmm ne peut transmettre aucun effort selon ce plan ; 
en peut donc considérer gu'elle n'existe pas (solides 1 et 2 indépendante). 


9«6 Exemple 

Considérons le montage de tressage en phase de serrage, réglé 
peur une série de pièces. 


HYPOTHÈSES : 

Pas de frottement de 9 avec les autres pièces. 
Effort du ressort 5 négligé. 


■ Liaison 6-9 en A : pivot en A (§ 9.3} 

X, 0 1 

Y a 0 se réduit au glisseur /t^ 

o oJ& 

■ Liaison 11-9 en B\ appui-plan {§9.2} 

° 0 t __ 

gî^n/fl) = Yb 0 réductibfe à un gîisseur fi 11/3 

e' 0 La 

Ce glisseur passe par on point fi'a déduire ultérieurement par 
l'isolement de 11. 



" 1 
d \ 


I 0 0 

-'y 8 0 


B \ 0 0 I& 

Liaison 9-P en N \ linéaire rectiligne (§ S 4) 


JM = {jj- 

N 1 U 


C| — 

0 i se réduit au glisseur N PK 

o la. 


MONTAGE DE FRAISAGE (§ 5.31) 
EN PHASE D’ABLOCAGË 



MODÉLISATION DES A.M. SUR (9) 
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10 Cinématique des liaisons 
parfaites dans l’espace 


En cinématique, une liaison est parfaite si les surfaces de liaison 
sont géométriquement parfaites, indéformables et les 
ajustements sans jeu. 

■ Les composantes de la vitesse angulaire iiy 2 résultante 
du torseur cinématique, sont nulies sur les axes (A a’) et (A F) 
autour desquels la rotation de 1 par rapport à 2 est impossible (tig. 2). 

■ Les composantes de la vitesse linéaire VÂëv 2 moment du 
torseur cinématique, sont nu! les sur l'axe (A 7) selon lequel 
la translation de 1/2 est impossible {ficj 2}. 


© Identifier la liaison 


Liaison 1-2 



On identifie les composantes nulies du torseur cinématique ^{# 1/2 1 
dans le repère local (A x. y, 7) en respectant les deux étapes 
suivantes : 

■ Les composantes nultes de fî V 2 se déduisent des impossi- 
bilités de rotation de 1/2 selon les trois axes. 

■ les composantes nulies de V A&V2 se déduisent des impossi¬ 
bilités de translation de 1/2 selon les trois axes, 

® Identifier les composantes nulies 

Rotation ■ (A a) impossible : R x = 0 => <u r =0 

selon: ■ (A F) impossible: /? y = 0 ^ tu y =0 

■ (A?)possible: /? z = 1 =* 

Translation ■ (Aa’) possible: T x = 1 => v x i- 0 

selon: ■ (A y) possible: T y = 1 => v y *Q 

■ {A,7} impossible: r z = 0 =$ v z =0 

© Choisir te repère local {A, x, y, z) 

© Écrire le torseur cinématique 

m A : centre géométrique de la liaison *. 

■ {A > MA F) dans le plan 7t, 

■ (A?) normal au plan n 

Kte 1 / 2 } ~ | 

A 

0 v x 
Y fi Vy 
0 

_» .f -* 

(x,y,i 1 


Cotte démarche est commune à toutes les liaisons ci-dessous. 


Liaison 


Schématisation 


Rotation 



Translation 


Représentation de a { *^ 1 / 2 } 


Encastrement 
ou fixe 

# (A x, y, 7) 

quelconque ** 



A* 


’ÿ 

h 


fl f ïD*** 



Pivot 

De centre : A 
D'axe: (A z) 



"y 

A* 


0 

0 


0 )gt 


n c =1 



Glissière 
De centre : A 
D’axe: (A *} 



0 v„ 

0 0 
0 0 


& 


n e st 



azt\ 


'^Ky 


Cas le plus général 


A est souvent situé dans le pian d'encastrement 


n, : nombre d'inconnues cinématiques. 
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* n c = noïïtred'inconnuescirtématiqiÆS- **A = e.~-avece = + 1 (fi tel àdroite), e = - 1 (filet à gauche) ; p^ pas géométrique. 


Liaison 


Hélicoïdale 
Centre A 
Axe (A, ï) 


Pivot glissant 
Centre A 
Axe {A, x ) 


Sphérique à doigt 
Centre A 
Axe doigt (A, F) 
Rainure dans 
(A, V, z) 


Appui-plan 
Centre A 
Normale {A, z) 


Rotule ou 
sphérique 
Centre A 


Linéaire rectiligne 
Centre A 
Normale [A t z) 
Arête ( A , x) 


Sphère-cylindre 
(Linéaire annulaire) 
Centre A 
Axe (A, x ) 


Sphère-plan 
(Ponctuelle) 
Normale (A, z ) 


Schématisation 


Rotation 




Translation 

F 

■ 

h 

• 

h 

LL 

h 



1 F 


«*! 

l ^ 

F 

h 

R y 

0 L 

0 

•V 

] 

1 

h 

*2 

; r* 


0 J 

a ^ 

L 

h 


% 
CÙy 
A \û> 7 


Représentation de a{% 1 } 


Va€V2 


r A€ 1/2 














































































32 


11 Cinématique des liaisons 
parfaites dans le plan 


Lorsqu’une liaison a une géométrie présentant un pian de symétrie, 
les tours cinêmatiques (chapitre 10} se simplifient. 

REMARQUES: 

■ La liaison encastrement a des tours cinêmatiques nuis dans 
tous les plans. 

■ La liaison hélicoïdale n’admet pas de plan de symétrie. 

■ Les possibilités de mouvement doivent conserver le caractère de 
la liaison ; par exemple, pour la liaison appui-plan (§11.7). on ne 
peut pas considérer de vitesse V z ou de rotations w x et <o y . 


DÉMARCHE: 

Après avoir déterminé le pian de symétrie : 

■ Examiner la possibilité de rotation autour de l’axe pepndi- 
cuiaire au pian. Si cette rotation est possible, placer la projection 
co correspondante du taux de rotation A /2 ; sinon cette pro¬ 
jection vaut 0. 

■ Examiner les possibilités de translation le long des deux axes 
du plan, Dans l’affirmative, écrire les projections de Vazvz ; 
sinon, placer les valeurs nulîes. 

■ Les autres projections sont nuiles air (üt)=( A x, y, ?). 


n.i 


LIAISON ENCASTREMENT 



Plan lia symétrie { A,x,y) 


A, 


h 


0 0 

O D 

0 0 


: 


D l 


* c = 0* 


Plan de symétrie (A,y,z) 




0 0 


D Q 


a' 


7, 


l) c =ü 


Plan de symétrie (A,x,z 


0 ► 


0 0 4 G 

O O ' 

A 0 0 






11.2 


LIAISON PIVOT 



|i?i/2)(Chap.10j 


A/2 Ka€1/2 } 


Plan de symétrie ( A,x,y\ 



©î 

^ 1 


L 


y 

X 

? 1 

©X 

A 

1 

■ 1 

Z 

©y 


fl. 


[° °l V 

G 0 J 0 

1 ^ Xl'% 0 


n c =1 


Plan de symétrie {A,y,z) 




0 0 
0 O 
0 O 


s. 




Pian de symétrie iA,x,z) 




S 


0 ► 


0 Di 
0 D 


1 


0 0 « O 


3L 


1 


n c = 


* n c = nrmbre d'inccnnues cinématiqLes ; n,. + n ,= 3 dans le plan :[i^tapifre 9). 
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12 Actions des 
liaisons réelles 

Une liaison réelle entre 1 et 2 est caractérisée par : 

■ des surfaces dont la géométrie entre dans une certaine 
tolérance (G D. 17), 

■ des surfaces déformables en fonction de l’effort transmis 
{voir chapitres 45 à 55 et chapitre 35), 

■ des contacts avec frottements {chapitre 32), 

■ des jeux fonctionnels permettant l'assemblage el le fonc¬ 
tionnement de l’ensemble. 

HYPOTHÈSES : 

■ La géométrie tolérancée de la liaison permet la même 
fonction de service que la liaison parfaite, au frottement prêt 
(parfois recfierché). 

■ La pression de contact en un point ne dépasse pas une 
limite admissible pour le matériau, appelé pression de Hertz 


EXEMri.ES DE LIAISONS ENCASTREMENT 


Par goujon 


Par soudage 

(G.D. chapitre 33) 


{G.D. chapitre 27) 



■ Chacune des liaisons étudiées dans ce chapitre résulte 
d’une analyse globale de mécanisme ; elle peut être réalisée 
à partir de liaisons élémentaires {par exemple : une liaison pivot 
peut être construite à l'aide de deux roulements dont l'un, 
arrêté axialement, se comporte en rotule et l'autre libre axsaîe- 
ment, se comporte en liaison sphère-cylindre). 

■ La liaison est effective (par exemple ; un appui ponctuel 
est bilatéral sous peine de disparition de la liaison). 


DEMARCHE: 


Identifier 
la liaison 


Analyser les mouvements 
qui apparaîtraient avec la 
liaison parfaite (§ 7 J) 


Ajouter las 
composantes 
s'y opposant 


12*1 Liaison encastrement 

Cette liaison ne possède aucun degré de liberté et par 
conséquent a: 

■ six degrés de liaison dans l'espace (chapitre 7), 

■ trois degrés de liaison dans le plan (§ 9.1 ). 

En un point 7S'particulier_d’un plan de symétrie, le torseur 
se réduil à une résultante A 2 n (§9,1). 



ENCASTREMENT (MODÉLISATION PLANE) 



* J icvariaet scalaire (chapitre 74) 
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12» 2 Liaison pivot réelle 

Un frottement non négligeable affecte îe seul mouvement relatif 
possible : la rotation autour de (A ). 

Le forseir des efforts transmissibles s'écrit : 


IXa ifl] 


Mfc/i} *._.* = { Y* Ma 

avec N a * 0 

a W.*l a \Za Na 


12-21 Frottement radial seul* 

iJVül-IWinl-Ma. Vx* 

A+Y Z A-r 


N a (N.mm) ; iu, = tan <p (facteur de frottement) r (mm) 
X /( et Y a en newtons (N). 


REMARQUE: 

Dans le cas d’une symétrie pu rapport à ( A. t y ), le tcrseur 
se réduit à une résultante A m passant par le point de contact 
théorique A 'et tangente au cercle de rayon rsin <p (voir § 33.2) 

12-22 Frottement axial seul* 

Avec une hypothèse de pression de contact uniforme : 

3 3 

_ 3 _ fl -r _2_J 

N a (N.mm) ; ji 2 = tan <p 2 (facteur de frottement) ; Z A (N) ; 
fl et rer millimètres (mm). 

■ Pression de contact sur l'épaulement : 

p \ZÀ _ \Z A \ 

7t(R 2 -r 2 ) 2 jf r(/?- r) 

12» 23 Frottement axial et radial 

N A ~ N A f + N Ai (algébriquement) 


REMARQUES: 

■ Cas d'une surface conique (embrayages, limiteurs). 
Avec une hypothèse de pression de contact uniforme : 


1 AI 1 _ 2 ^ 1 7 

R 3 -r* _ 

\ z a\ a + r 

n a 1=,- -\ £ A 

3 sin 6 

R z -r z sine 2 | 


N fi (Nurtm) ; ju : facteur de frottement ; Z A (N) ; fl, r (mm) 
0 : demi-angle au sommet du cône, 
a Pour 0-90°, on retrouve l’expression du couple de frotte¬ 
ment sur un épaulement (§ 12.22). 

■ Les valeurs approchées concernent les couronnes de faible 
largeur ou les cônes de faibie longueur. 

‘Voir chapitre 33 


COUPLE DE FROTTEMENT RADIAL 



FROTTEMENT RADIAL ET SYMÉTRIE SELON { A, x, y) 



FROTTEMENT AXIAL 

0D = 2R 



2 
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12 «3 Liaison glissière réelle positions possibles d'une glissière 


Selon les actions mécaniques extérieures qui lui sont appliquées 
une glissière peut occuper quatre positions dans le plan de ces 
forces : 

- contacts en et t 

- contacts en A 2 et B 2 \ 

- contacts selon une ligne A 2 8f. 

- contacts selon une ligne A] 8 2 : 


^FZ/77\b. 

a, 7~7~/7~7 b * 

lL 7 


WZZZZJS, 

a,V/?'//. P- 

&\Y / / f /\ 

IlEZZZZ! 62 

J \ \ ? 

«■fr/V/VJ». 



MÉTHODE: 

f Négliger lous frottements et déterminer le sens des actions 
mécaniques â l'aide d'équations de moments judicieuses. 

2° En déduire les peints de contacts de la liaison « faire inter¬ 
venir alors le frottement (chap. 32). 

EXEMPLE: 

Le poussoir 2 ci-contre reçoit une action motrice . Il agit 
en J sur un galet mobile sans frottement autour de son axe, lié 
à un poussoir 4. Ce dernier reçoit un effort récepteur /C 5/4 de 
norme inconnue. Le facteur de frottement entre les poussoirs 
2 ,4 et le bâti 0 valant fx, déterminer les actions mécaniques 
exercées par 0 sur 2 et 4. 

SDLUTIOH : 

■ Isoler 2 et 4 et placer les actions mécaniques sans frottement 
selon les valeurs positives des axes : 

x A ,x B sur2 et y c ,y D sur4. 

■ X Ma {F 6 * 1 / 2 ) 0 — ^ Xfi 0 contact en . 

XMp (f,*t/ 2 ) = 0 => X B > 0 => contact en . 

ÏMy [F^n) = 0 ^> F fl <0=> contactent- 
X Ms {F^/ 4 ) = 0 => Y c > 0 =* contact en C\ 

■ Compte tenu de la tendance au déplacement provoquée par 
I V 2 (équilibre strict chap. 32), placer les normales aux contacte 
déterminés et ajouter les composantes tangentielles correspon- 
dantes. 

■ La détermination exacte se poursuit à partir des actions 
mécaniques correctes A^, B m , Cg /4 et % 4 . 


MONTAGE ( {f /2 " motrice ») 



SANS FROTTEMENTS 



AVEC FROTTEMENTS 
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12 «4 Liaison hélicoïdale réelle 

En présence de frottements, fe coefficient de proportionnafité k, 
tel qu ei.A-k.x A {chapitre 7), prend une forme différente selon 
le sens de la charge axiale et le type de surface de liaison. 

1° Cas où la vis est soumise à un effort axial et un 
moment de même sens 

La vis progresse dans le sens de îa charge axiale. 


L A =-X fi .r. tan (a-ç*) 


r : rayon moyen de la liaison hélicoïdale. 

a : pente telle que fan a = —- où p est te pas. 

^ r lâfi (p 

ç : angle de frottement fictif tel que tan <p'= — s £ 


ou 


Rendement p- 


\w<p=p : facteur de frottement 
y. demi-angle au sommet du filet 
tan o 


si a<ip 


lan {(p- «) 

■ Mouvement possible pour a<90° - <p‘. 
m Système irréversible si a<ç\ 

2° Cas où la vis est soumise à un effort axial et un 
moment de sens contraires 

La vis progresse à l'encontre de la charge axiale. 


L A =~X A . r. tan (a+ <?’) 


(Notations ci-dessus.) 

■ Rendement p = , 

fan (a + <p ) 

■ Mouvement possible pour a < 90° - <p '. 

■ Système irréversible pour a<<p‘. 


VALEURS DE y ET f’ CONNAISSANT p = tan <p 


Système vis-écrou 

ï 

tan v \ 

À billes 



Profil 1.8.0. 

30" 

1,155 fi 

Profil trapézoïdal 

15 e 

1,035 fi 

Profil rond 

15* 

1,035/1 

Profil dissymétrique 

ir 

1,015// 

Profil gaz 

2T°30' 

1,127// 


Valeur approchée 




VÉRIN A VIS 
Charge Q 




Cliquet 



PROGRESSION DE LA VIS 

Dans le sens de la charge À l'encontre de la charge 

(montée) 


(descente) 
Descente 

I Q 


Montée f 
i i u 

t è 


©? 


JZ 

Vti 

1 

* 

3 

ff 

î 


Ka *X * 

À 

fl 


i 1 

i 

>■ 


1: 

î 

x 

% 




La *x 


i 


Exempte 


Système vis-écrou M3Û (pas p= 3,5). 

Frottement de fadeur p = 0,1 (= tan <p ). 

Charge 0 = 1 OOON. 

calculer le couple nécessaire pour ; 

■ Faire monter la charge ; 

■ Faire descendre ta charge. 

On calcule lan a - plxd= 0,0371 -* a= 2,13° 
tan 0,1155 -*V=6,59° 

D’où le couple minimal de montée : 

i^=10® x 15 x lan (2,13° + 6,59”)=2,3 x 10® N.mm = 2,3 Njh 

D’où le couple minimal de descente : 

|^|=110®. 15. tan (2,13°-6,59°)|= 1,17 x 10® Rrran * 1,17 (Un 
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12 «5 Liaison pivot glissant 
réelle 


Un frottement ncn négligeable engendre un effort s'opposant au 
glissement selon l'axe et un moment s'opposant à fa rotation 
autour de ce même axe. lis dépendent tous deux de l’effort radial 
F, transmis par cette liaison. 

Le torseur des efforts transmissibles s'écrit : 

f X A LA 
4(Az/i)= \Ya Ma) 
a\Za Na) 

m Effort radial F, = Y a .y + Z A ■ i 
a Facteur de frottement \i entre 1 et 2 
m Rayon flou diamètre Dàu pivot glissant. 

Alors :|| F r \\ = If y\ + Z \ = F, (nombre arithmétique). 


XA = +v.fr 
«^cl/î-îc » 

* 4 — /!.* 

® 

1*41 « H-Fr 

si = 0 

L a =+*(. fy.fi 
sli2i«.*< 0 

L A B-fi.FrR 

*i£i W ‘X> 0 

La =s /J.Frf! 

1 n~ 0 


EXEMPLE : 

Dans une liaison pivot glissant d'axe (A, 7 ), tes efforts exercés 
par Z suri ont pour valeurs: 

(%)=( 2500 -12§] (forces en N, 

1—1000 -300/ moments en N.mm). 

Rayon du pivot : fl- 40 mm. Facteur de frottement ; fi =0,15. 

Déterminer le torseur {A m } en A dans les cas : 

a) u*=0, (aucune tendance) m x >0; 

b) u x >0, <y x =G, {aucune tendance) ; 

c) t> x >0 et <y x >0; d) i> x >0 et ta x < 0. 


Résolution _ 

Calculera./>=0,15. V2500 2 1000 2 « 404 N. 

Calculer fi, F f . fl= 404 x 0,040 = 16.16 N.m. 

D'où les torseurs correspondant à chaque cas : 

0 - 16,16) f -404 0 

a) 2500 -120 b) 2500 - 120 

4 1-1000 - 300 I 41-1000 -300 


f 404 - 16,161 
c) 2500 -120 
a 1-1000 - 300 ) 


1 -404 + 16,16 
d) 2500 -120 
4 1-1000 - 300 


(Tendances aux mouvements nulles.) 


AUCUNE TENDANCE AU DÉPLACEMENT 



Plan perpendiculaire 


à l'axe de ia liaison 


Modélisation comme pivot glissant parfait (chapitre 7) 
TENDANCE À TRANSLATION SEULE 



Déplacement de 1/2 


TENDANCE À ROTATION SEULE 



Rotation de 1/2 
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12«6 Liaison appui-plan réelle 

le torseur des efforts transmissibles, établi chapitre 7 se trouve 
modifié selon le mouvement existant ou qui apparaîtrait en 
l'absence de frottements. 

12* 6Î Résultante transmissible 
Toute tentative de glissement dans le plan de contact engendre 
une résistance passive gui s'oppose à cette tentative. 

Choisir te repère local de façon à ce que l’un de ses axes 
indique la normale au plan de contact et un deuxième 
axe, la direction de ta tendance au glissement. 


12» 62 Moment transmissible 

Toute tentalive de rotation autour de Taxe perpendiculaire au plan 
de contact, ajoute un moment de résistance au pivotement 
proportionnei à l’effort ncrmai : N A -i].Z A . 
r). exprimé en mètres, esl le coefficient de résistance au 
pivotement. 

12» 63 Exemple d’application 

Soit à déterminer l’action du support sur ta semelle d'un moteur 

électrique. 

En régime établi, ii fournit et reçoit des actions mécaniques 
sur son arbre. 

■ Données et hypothèses : 

La pression ambiante agit tout autour des divers organes ; 
ses effets s’annulent dcnc. 

Le poids s'exprime simplement au centre de gravité G. 
On connaît l’action mécanique en B. 

On estime que tes vis ou boulons de fixation ne doivent exercer 
que des forces dirigées selon z. 


U SOLUTION: 

Le principe fondarnenta! de la statique (§ 31.5} permet d’écrire : 


x a *f 


2 a =P+R+N* 

L a = a.P+b.R 

M A *{c+r)F 

N A =-bF 


It convient de vérifier: 

■ Effort de serrage minimal : 

[*>1 «sjio.lZ/il soit N>£--P-R 

/ic 

■ 2 e condition de serrage : 

| N/,\ ^ 7j .|Z/tj soit 

R 

* P, R, N sont tes normes de 



RÉSULTANTE TRANSMISSIBLE 

2=2^ A 


Tendance au 
mouvement 


Y A .y\ + Z A .z avec Y A e tan a. Z A 
a =£ <p (angle de frottement) 



MOMENT TRANSMISSIBLE SUPPLÉMENTAIRE 


#A2n = N A-Z avec \N A \<T].\Za\ 



FIXATION D'UN MOTEUR 
Moteur électrique {£) z 


y 

Sup port (S) 


ACTIONS MÉCANIQUES SUR (£) 


Poids 


I 

J 


Fixation 

/i 


0 0) 

0 0 
-P oj 

-F 0\ 

Contact B 0 0 J 

8 \~r oj 

0 0\ 

0 0 
-N 0/ 

I X A L 
Appui-plan Y A M A 
A \z A N a 


I 

I 
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12 ml Liaison sphérique réelle 

Le frottement affecte le mouvement de rotation. 

Placer le repère local avec l’un de ses axes orienté selon 
t’axe de rotation concerné ( A,x pa r exemple). _ 

Toute rotation autour de cet axe engendre un moment propor¬ 
tionnel à l'effort X A dirigé selon cet axe et au coefficient de résis¬ 
tance au pivotement {chapitre 33). 

\La\ =t].\Xa\ 

12 ■ 8 Liaison linéaire rectiligne 
réelle 

Si ta surface de contact se réduisait â une ligne, la pression 
p - F/S deviendrait infinie. Les matériaux se déforment et 
le contact apparaît selon une zone rectangulaire de faible largeur. 
Cette pression ne doit pas dépasser une limite admissible dite 
pression de Hertz {§ 47.23). 

12b 81 Force transmissible 

Orienter te repère local avec un axe selon la vitesse de glissement 
ou l’axe longitudinal de la zone de contact. On obtient 
les résultats ct-corëre respectant les lois du frottement (chapitre 32). 

12« 82 Moment transmissible 

■ La petite surface de contact contrarie la rotation autour de 
(A,z). Cela se traduit par un moment de résistance au 
roulement N Â qui s’ajoute à l'éventuelle composante L fi . 
D’après le chapitre 35, on peut noter : 

N fi = ± 8 . Ya _ 

N A : moment de résistance au roulement (N.mm). 

S : coefficient de résistance au roulement {mm) ; signe selon 
repère. 

Y A : effort normal au plan. 

■ La petite surface de contact contrarie par frottement toute 
tentative de pivotement autour de {A, y) 

Il eri résulte un moment de résistance au pivotement M A 
qui s’ajoute aux autres composantes. 

D’après 1e chapitre 33, on peut noter : 

M A = ± ri . Y a 

M a . moment de résistance au pivotement (N.mm). 

ï] : coefficient de résistance au pivotement (mm) ; signe selon 

repère 

Y a : effort normal au plan (N). 

■ Voir exercice §35.3. 



LINÉAIRE RECTILIGNE RÉELLE 



FORCE TRANSMISSIBLE 



X A = ||f||. cos 6 = || A 211 II ■ sin a . cos $ 

Y a — IM = ll^ân II * cos a 

Z A = 1171 -sin 6 = ||A 2 / 1 1|. sin a. sinfc> 

* 

O constante ; a « <p : angle de frottement 


MOMENT TRANSMISSIBLE 











































12*9 Liaison sphère-cylindre* 
réelle 

Si la surface de contact se réduisait à une ligne, ta pression 
p = FIS deviendrait infinie. Èjes matériaux se déforment et le 
contact apparaît selon une bande circulaire de faible largeur. 

12» 91 Forces transmissibles 
Dans le cas d’un frottement non négligeable, toute tentative de 
glissement selon t'axe (A , x) engendre une résistance passive 
(voir chapitre 32) : 

■ dirigée selon i'axe (A , x ) de la liaison ; 

■ orientée dans le sens contraire du glissement (ou de sa 
tentative). 

EXEMPLES : 

Segment de piston dans son cylindre ; Joint à lèvre sur 
arbre en translation. 


12» 92 Moments transmissibles 
La petite surface annulaire de contact contrarie les trois mou¬ 
vements de rotation possibles. Il en résulte trois moments 
résistants. 

REMARQUES: 

■ La rotation autour de l'axe de la liaison {A,x} sur ferepère 
local choisi ici) peut avoir une amplitude quelconque, 

Le moment L A .x dépend de l’effort normal N : 


jtjss Af.r.lan^ 

|l A j = N.r.latip 

tant que // 1/2 - 0 

quand Xi 1/2 # D 


■ Cette liaison ne peut tolérer que de faibles oscillations autour 
des axes (d, y) et (A,7). 


Les moments M A et N fi doivent rester négligeables ; 
sinon, ii convient de modéliser la Maison réelle selon 
une liaison pivot glissant. 

■ La ligne de treuil schématisée ci-contre fait l’objet d'une 
modélisation §55.14. 

Le roulement supportant les charges axiales et radiales peut être 
modélisé par une liaison rotule ; celui qui ne supporte qu’une 
charge radiale (non arrêté axialemenî sera modélisé selon une 
liaison sphère-cyl indre). Ce n’est valable que si te jeu de rotuiage 
de chaque roulement est compatible avec les déformations sous 
charge et les défauts d’alignement des paliers. 

*Gu linéaire annulaire. 


LIAISON ANNULAIRE RÉELLE 



Tendance au 
mouvement de 1/2 





avec Ày, ^X A .x + Y A .ÿ + Z A .z 


Relations : Y A . y + Z A .z - N 


\X A \-\\ N ||. tana 
a^<p (angle de frottement) 


MOMENT TRANSMISSIBLE 



4 

1 


Moteur 




O 


rfm 


Charges : Radiales + axiales 

I 

Rotule 


r n 



m 

1 l+L 



1 i + i 

W77777 

i 

t 

mm 

i i 


Radiales seules 
Sphère-cylindre 
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12«10 Liaison sphère-plan* 
réelle 

Si le contact s'effectuait réellement selon un point, le moindre 
effort transmis engendrerait une pression infinie (p = FIS) 
incompatible avec la résistance des matériaux. En fait, elle ne 
doit pas dépasser une valeur limite dite «pression de Hertz» et 
le contact a donc une petite étendue. 

12m 101 Force transmissible 

Dans le cas d’un frottement non négligeable, toute tentative 
de glissement, selon une direction, engendre une résistance 
passive (voir chapitre 32) : 

■ dirigée dans le plan tangent (4,7.7) aux surfaces en 
contact ; 

■ s’opposant au glissement ou à ia tentative de glissement 
dans te plan {4, x,y). 

Il est judicieux d’orienter le repère local de façon à ce 

qu’un deuxième axe désigne la tendance au mouvement 

- 

(exemple: y}. 


SURFACE DE CONTACT 



FORCE TRANSMISSIBLE 



Dans ce cas : Y A ~~Z A . tan a 

a <p (angle de frottement § 34) 


MOMENTS TRANSMISSIBLES 


12« 102 Moments transmissibles 

■ La petite surface de conlact contrarie tes rotations autour 
des deux axes de son plan. Toute tentative de rotation autour de 
l’un de ces axes se traduit par un moment de résrstance au 
roulement (chapitre 35). 

Le moment de résistance au roulement s'oppose à toute tenta¬ 
tive de roulement. Il est égal au produit de l'effort normal par 
te coefficient <5de résistance au roulement (exprimé en métrés). 

■ La petite surface de contact contrarie, par frottement, toute 
tentative de pivotement autour de l'axe normal. Il en résulte un 

moment de résistance au pivotement proportionne! 
à l’effort normal (chapitre 33). 

Le moment de résistance au pivotement s'oppose à toute tenta¬ 
tive de pivotement, fl est égal au produit de l'effort normal par 
te coefficient tj de résistance au pivotement (exprimé en mètres). 

EXEMPLE : 

La boule 1 roule sans glisser sur 2 de A vers B. 

On remarque que : 

Y A =-Z A .taia avec a < <p ( pas de glissement). 

L a = Ô. l/ { (perturbation de ta seule rotation créée). 

*cu ponctuelle. 



Tendance au pivotement 


de 1 par rapport à 2 

Tend an ce au roulement 
de 1 sur 2 


Moments de résistance au 

Pivotement 

Roulement 

N = Tj. Z A 

M = Ô.Z fi 


EXEMPLE (SOURIS § 3.2) 



Torseur en A de l'effort 
exercé par 2 sur 1 : 


0 S.Z A 

-Z A . tan a 0 
Za 0 


(T?. T] 
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13 Actions mécaniques à distance 

Ce son! des actions mécaniques qui agissent directement sur h titre d’exemples, on peut citer : 

le corps que t'on isole, sans aucun contact matériel. « r a tt ra ction terrestre {pesanteur}, 

■ les actions magnétiques et électromagnétiques 


POIDS D UN CORPS (PESANTEUR) 


a 2 : verticale ascendante 


U g: accélération 
de la pesanteur 

Sur chaque élément de matière de masse m ,• entourant le point A ;, 
la pesanteur crée une force p*< appelée poids élémentaire 
telle que: 

pi = nti ^ Q — -TO( • ç w z 

Pour l'ensemble du corps, le poids se représente par le "iorseur-poids» 
qui s’exprime simplement au centre de gravité G (voir chapitre 14). 



ACTIONS ÉLECTROMAGNÉTIQUES 

Moteur électrique 



Stator 1 


Rotor 2 


Au cours du fonctionnement, le stator exerce sur le 
rotor des actions mécaniques ( A„ f, ), elles se 
réduisent à un "torseur couple* : 

( c r*M° c^) 0 - 


REMARQUE : X f, = 0 et C,^ = X/f 0x { A lt } 


c {r p } - c | auec P"M.g * - M.g.7 

)|pj| = p : poids du corps, en newtons (N). 

M : masse du corps (kg). 

WH = g : accélération de la pesanteur (m/s 2 ). 

Sauf indication contraire, choisir. 

■ [| ff || = ff = 10 m/s 2 pour un solide. 

{Calculs imprécis à cause des frottements incertains.) 

■ p-9,81 m/s 2 pour un fluide. 


Électro-atiTiaiit 



(Frottements très faibles,) 

Â litre indicatif, g « 9,73 m/s" aux pôles, 
9,78 rn/s ? à l'équateur, 
9,81 m/s 2 à Paris. 


La force F à exercer pour décoller l'armature A des 
noyaux A/| et N ? lorsque e = O peut être modéiisée 
par le glisseur (Ox^ F ) ou le torseur p \ 

o* 0 '(x y z) 


EXEMPLES DE CALCUL: 

■ Solide homogène de masse volumique p v = 7,2 kg/dm 3 , 

de volume IMO dm 3 : p,. 17. 7,2 x 10 x 10- 720 N 

■ Profilé IPN 100 de masse linéique p, = 8,32 kg/m (§ 52 523), 
de longueur!=8 m: P=p,. L. t?=8,32 x8 x 10 666 N 


avec 11 F|| = — SB 2 
Z Ad 


f(N) 

S=S,+ S 2 (m z ) 
B en testes 

flg = 4 71 . HT 7 
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14 Barycentre 
Centre 
de gravité 

14 m\ Barycentre 

Le bafycentrede n points A V A 2 ,... Aj,... A „,affectés 

respectivement des coefficients a-i, a ?1 ... a,... a„, est 
un point G te! que : 

ai. OAi + ai.OAî +... +ai.O!(+ ... a„.OA n 
= (ai + «2 ... + «f +... + an) OG 

REMARQUES: 

■ Sous forme symbolique, on écrit : 

E n , s i (af. = (xa,) . OG 

m O représente un peint arbitraire, commun aux pointeurs 
04; et ÔG. 

m On peut exploiter cette relation graphiquement ou algébri¬ 
quement, sur un repère 

• Pour un ensemble (£} continu de points, ia relation s'écrit 
symboliquement ■ 

J OP . Ûa = (\ Üa) . OG 
J(f) J 

14 ml Centre de gravité 

Le barycentre de n points affectés de coefficients proportionnels 
aux masses associées à ces points, se désigne par «un centre de 
gravité» des n points. 

REMARQUES : 

■ Pour une structure (S) continue, constituée de points P aux- 
quels on associe des masses élémentaires dm, le centre de 
gravité G se déduit d’un point 0connu, à partir de ia relation : 

OP. d/n =/W. DG où JW * dm 

Jrsi _ as)_ 

m Pour une structure (S} discrète {constituée de biocs sépa¬ 
rés), on considère les masses m/associées aux divers points 
/,-et l'on détermine le centre de gravité de l’ensemble à partir 
de fa relation : 

Z (m,. ÔAi) = M. OG où Af B £ m, 

Les points A j correspondent aux centres de gravité de chaque 
bloc de ia structure. 
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14«3 


CENTRE DE GRAVITÉ G DES SOLIDES HOMOGÈNES USUELS 


Barre rectiligne à section constante 


Plaque triangulaire d'épaisseur constante 


Plaque en parallélogramme d'épaisseur constante 


3 


« //2 ». 

f 




G : équidistant des extrémités 


AG = 2/3, Ai 
BG = 2/3 . SJ 
G : point de concours des médianes 



G i point de concours des diaocnatn 


Plaque homogène d'épaisseur constante 



A Hl 


AB = b 
DC = a 
Ai = IB 
DJ - JC 


MÉTHODE 1 : Par deux triangles ABD et CBD 
de c.d.g. G A et G 2 



G „ * 

3 a + t> 


MÉTHODE 2 : Porter d*un coté AE = CD, de loutre CF = AB ; 

joindre EF puis les milieux / et J de /IB et CD 


Plaque en quadrilatère 
d'épaisseur constante 


Plaque en polygone régulier 
d'épaisseur constante 


Plaque en secteur 
d'épaisseur constante 



OG = 


120*r*siha 


Milieux des 
diagonales 1, J 


K^C 

Porter GK= AM, BL = DM :G = KIr\LJ 


G : centre du polygone 
Cas particulier : plaque circulaire 



a, en rad 


Plaque en secteur de disque 
d'épaisseur constante 


Plaque en portion de couronne 
d'épaisseur constante 


Plaque en découpe parabolique 
d'épaisseur constante 


OG- 


120./\sin 3 « 


re. a-90 siff et 


120 sino' f? 3 -r 3 

OG -- -ç—p 


iG 



a, en rad 




a, en rad 


AG = | a AH = | a HG = f b 

b O O 


Plaque en découpe elliptique ABC 
d'épaisseur constante 


Tronc de cylindre de révolution 


Onglet cylindr ique 



C'est le même centre de gravité 
que le segment de disque AU 


OH r.te±a 
4 h 

ur , h ten z a 
HG = J + J .^ r 


a, en rad 



OH^^-rt-r 


HG = ±-Jt'h 



Pyramide et cône 


Calotte sphérique pleine 


Secteur sphérique 




a. 


$G~*Sg 
g ~ centre de gravité de la base 


en rad 

2 



on _ 3 (2r-/i ) _ 3 f , ( 1 roosg) 
4 3 r-h 4 2 + cosa 


a, en rad 


OG = ^r{ 1 + cos or) =| ( 2r-h ) 
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14 «4 Détermination 
du centre de gravité 

14« 41 Considération s générales 
Si te solide (S) peut se partager en n solides notés (S,), 
géométriquement simples, de masses m, et de cent/e 
de gravité A, connus, !e centre de gravité G de (S) se détermine 
à partir de la relation : 

z"it ,i {m i. OA iai i).OG 

EXEMPLE : 

mi. ofi + ÔA^lnh+mn-maï.ÔG 


REMARQUES : 

■ On peut utiliser des coefficients proportionnels aux poids : 

X?=i (p/. OA îP i) . OG 

m Pour un solide homogène, les coefficients sent proportion¬ 
nels aux volumes: 

x"»i (v;. OA j )=(x"=t u/) . OG 

■ Si de plus, l'épaisseur est constante, on peut utiliser les 
surfaces : 

-£/=j(sf. 04 /)=(xi = i Si) . OG 

m Si de plus, la section esl constante, on peut utiliser des coef¬ 
ficients proportionnels aux longueurs : 

X?,l fj) .OG 


la recherche du centre de gravité se trouve taciliîée dans de 
nombreux cas : 


Quand un solide (5) homogène présente : 

■ un plan de symétrie, ou 

■ un axe de symétrie, ou 

■ un centre de symétrie, 

alors, son centre de gravité G se situe, respectivement : 

■ dans le plan de symétrie, ou 

■ sur l'axe de symétrie, ou 

■ sur le centre de symétrie. 


MÉTHODE GÉNÉRALE (AUCUNE SYMÉTRIE) 


Centre de gravité de (Si) 

Centre de gravité 
de (S 2 ) 
Centre de gravité 

de (S 3 ) 


m,. OA a + m 2 . OA 2 - m 3 . OA 3 = (m 1 + m 2 ~ m 3 }. OG 
Pt . OAj + Pj . OA 2 ~ P3 ■ OA 3 — (Pi + p 2 — P3) * OG 
t>i , OA-f + v 2 ■ OA 3 —O3 ■ OA 3 — (t*ï + t>2 — u 3 ) « OG 



ENSEMBLE D'ÉPAISSEUR CONSTANTE 



Centre de gravité de (S-j) 
Centre de gravité de (S2) 
Centre de gravité 
de (S 3 ) 

s 3 

Trou 


St ■ OA | + $2 * OA 2 s 3 . OA3 — (S-j + s 2 Sg) « OG 


G se situe dans le plan de symétrie 


ENSEMBLE DE SECTION CONSTANTE 



/\.OA, + f 2 .OA 2 ^(l , + f 2 ).OG 


G se situe dans le plan de symétrie 


SYMÉTRIES DIVERSES À EXAMINER 
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14* 42 Calcul direct 

L'ensemble de ('exemple ci-contre est constitué par : 

■ un socle paraliépipèdique 120 x 120 x 50 de masse 
m, = 20 kg avant perçage ; 

■ un cube de 50 de côté, de masse 10 kg ; 

■ un trou a retiré 7,65 kg au socle. 

Partent de (a relation vectorielle, on exprime chaque bi-point 
par ses coordonnées dans 1e repère (O, x, y, z)que l'on choi¬ 
sit. Or obtient {présentation pratique} : 



On obtient; 


Xe JO x60,10 X 95 - 7,85 X 60 . 758nm 


Ye- 

Z 6 = 


22,15 

20 x 60 +10 x 25 - 7,85 x 


22.15 

20 X 25 + 10 X 75 7,85X 25 

22.15 


37.1 mm 


47,6 mm 


14*43 Méthode graphique 
Voir ci-contre. 


14*44 Méthode informatique 

Des logiciels spécifiques déterminent directement la position des 
centres de gravité : «2 D» pour les solides homogènes d'épais¬ 
seur constante et «30» pour ies autres. 


14* 45 PROGRAMMATION DU CALCUL 

Commentaires 

Commandes en BASIC 

Nombre Née centres de gravité. 

1G1NPUT N 

Dimensions des tableaux. 

20EHMJfM, K<«). Z{W), C(ff] 

Entrée des coordonnées de 
chaque centre de gravité à 
l'aide d'une boucîe et coeffi¬ 
cient £ associé. 

30 FOR /=1 TO W 

4DINPUT X(7) 

50 IHPUT K(/) 

BOINPUTZ(f) 

70IKPUT C (/) 

Calcul du premier membre de 
la relation du barycentre 
wr, Wfletde Iasomme 
Cdescoeitieienis* 

80 MO «OC (/)**</) 
go«r=tfr+C(i)‘ , n/) 

100 NZ= «?+«/)*/(/) 
110C=C+C(7) 

fin de la boucle. 

Calcul des coordonnées de G. 

120NEXT/ 

130 X= M/C; Y=NY/C . 

Z= HZ/C 

Sortie des résultats 

140 PR1NT «Cootdonnées : 
"X3 *;X;“Y=*;ï;“Z=";Î 


* Présentation pratique (§ 72 5} ** Voir bi-points {§ 71.1) 
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15 Solides déformables 


fis sont définis au §1.2. 

On les utilise, en généra!, dans leur domaine élastique : la contrain¬ 
te ne dépasse pas alors îa limite d'élasticité et les efforts restent 
sensiblement proportionnels aux déformations. 


EXEMPLE: 

Charge concentrée au milieu d'une poutre en appui simple en A 
encastrée en B 

Les torseurs aux appuis s'écrivent : 


15 ■ 1 Poutre à section constante 


Les torseurs se déduisent des expressions données dans Ses formu¬ 
laires (chapitre 53). 


MÉTHODE 

[^Flèche 


Efforts 


Torseur transmissible 



0 

0 

0 


,(4iK{4i 



' 0 _ 0 _ 

{ 11 / 16 ) 11^1 - ( 3 / 16 )]|/]| / 

, o 0 






15 ■ 2 POUTRES À SECTION PLANE OU VARIABLE, EN FLEXION PLANE 


Tw-c-B.b.h' 


»F|K= 


6/' 


M 




6 F./ 3 
E.b.h 3 


( Avi } = { A/1 A 0/1 ) = 


0 0 
-F 0 
0 -F./T 


||F||=F= 


E.b.h 






6F./ 3 

E.b.h* 


| 0 0 

(A/i ) A m Ao/i J = pF 0 


IF ||=F=n, 


Ejb.fr 

6/ 3 




6F./ 


n.E.b.h 3 


_ f 0 ° | 

j Ain J A/i Ao/i j = |-F 0 j 


15 «3 


RESSORTS DE FLEXION ENROULÉS 


/= longueur développée J a p moment quadratique séton a fi ; autres notations § 15,4. 


Avec || Ao/i II — $ • 


- 0 . — . l a p *=*8 = -^- 


Après une rotation relative de 9 rad des fixations 
autour de (A, z), te moment $ devient : 


E.b.fr 

12 


— <t=» 8 = 


12. y»./ 

E.b.h 3 


flèche f M 

B 


flèche f M 
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15.4 


RESSORTS DE T ORSION ET TORSION-COMPRESSION (G.D. 46) 


Barres de torsion 



\ ' 

r*mm fai 

Î.r-H 

1.? 

/ 

J / 

T1 

- H 

\fl 


Position quand fl = 0 


Position quand fl-^C 


Un moment fl appliqué sur l'axe 
de la barre de torsion engendre 
une rotation relative a (rad) des 
extrémités 


__ \0-fl\ 

|^T/i} = ( ^T/i i/i = i 0 0 î 

1 * Jo o| 


a 


avec fl^G . — ./ 0 


Cylindriques 


De traction De compression 


i F* f*®* 


Flèche 



__ (F 01 

{ >Vl ) “ { ^1/1 ^41/1 ) = | 0 0 | 

A * Jo oj 

avec F - f.G. d 4 /( 8 . n . D 3 ) 


Coniques, en volute 


À section 
circulaire 


A section 
rectangulaire 


F- 0 1 2 ®y F=_0 

Flècbe"j| f ^ p| ! Flèche 



K=:Gd*/(4nD 2 ) 





Gb s h z 


&r>D 2 (b 2 +h z ) 


,Rm) -(*», *«,) ={o o 


avec F-f.K 


NOTATIONS : 

G : module d'élasticité transversal (de Coulomb), en MPa. 
a : déformation angulaire, en rad. 

/ : longueur du ressort, en mm. 

/ 0 : moment quadratique polaire de ia section, en mm 4 . 


f : flèche, en mm. 

d : diamètre du fil, 0i mm. 

D : diamètre d'enroulement, en mm. 
n : nombre de spires utiles. 


15 ■ 5 Courroies plates 

L'entraînement n'est possible qu'à partir d'une tension de 
pose r„. 

£n fonctionnement, le brin tendu supporte un effort de traction T 
et le brin mou, un autre effort de traction / tels gue : 


r+/=2 7o T= fi: facteur d'adhérence 

a : arc d'enroulement 
exprimé en rad 


Il en résulte un couple moteur et résistant C f : 


C m = (T~t).r C f =(F- l).B 


COURROIES PLATES 



Marche 
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16 Action d'un 
fluide statique 


Les particules d’un fluide se comportent comme une multitude 
de petites sphères entrant en contact avec ta paroi. 

L'action d’une particule de fluide immobile, sur une paroi est 
toujours modélisable par des pointeurs [m, a /) perpendicu¬ 
laires à cette paroi: 

Force élémentaire due à la pression 

A?=p . a S = p. A S. n 
p : pression au point considéré, (Pa ou N/m 2 ). 
n : normale unitaire vers la matière. 


16*1 Fluide libre sur paroi 
verticale haute 

La poussée effective d’un fluide dont la surface est à la même 
pression que l'extérieur de fa paroi (pression ambiante est 
modélisable par : 

■ une répartition triangulaire des efforts ; 

■ un torseur : (efforts effectifs sur paroi} = 

2 . Ao/fwï 

avec F* p ¥ . g. f. h 12. y 

01 a -. h . x 
3 

I s'appelle centre de poussée. 

EXEMPLE : 

Détermina fa poussée exercée par de f'eau sur la paroi verticale 
d'une cuve à ciel ouvert. 

Largeur de la paroi A6m; hauteur d'eau /?=9m. 

La résultante (/. f) est définie par. 

01 - Xi . x avec X, = ^ x 9 = 6 m. 

On calcule ensuite |[ ?|j:pY=10 3 kg/m 3 ; 5=9,81 m/s* 
/= 6 m et fr= 9 m : ||?i| = 2,38 x itf N -2,38 MN. 


L'action de l'eau est donc modélisable par le torseur : 


/ 


0 

2.38 x 10 e 
0 


°1 

0 

ol 


m 



perpendiculaire à la paroi 



Répartition triangulaire 
des forces sur la paroi 


Pvm b; 


(Pression ambiante) 


dS - f • dx (m ? > 













































































53 


16 «2 Fluide sous pression 
sur paroi verticale haute 


La poussée effective tfun fluide, soumis sur sa surface fibre 
à une pression supérieure à celte qui agit sur l'extérieur de 
l'enceinte, exerce sur la paroi verticale de cette enceinte, des 
actions mécaniques modélisables par : 


■ une répartition trapézoïdale ; 

■ untorseur {F 0 / 
avec: 


F=/.A.(patnb+p.ff-WZ) Î:W = 


3pamb j 


APPLICATION : 

Soit à déterminer la poussée exercée par l'eau sur une paroi de 
cuve close. 

Sur la surface de l'eau, un gaz comprimé exerce une pression 
Pan® = 5 bar. 

Calculer ta poussée de l'eau sur la paroi et définir la position du 
centre de poussée i. 


PAROI VERTICALE HAUTE 



SOLUTION : 

il suffit d'effectuer l'application numérique avec : 

/= 6 m ; h = 3 m ; fa = 5 x 10 s Pa ; p = 10 3 Kg/m 3 , 
g=9,81 m/S 2 
Il vient: 

F=F.y=29,4 x 10 6 N = 29,4MN ; OI^Ol.x* 4,62 m; 
Soit le torseur en i 

r n\ 


F eau l paroi } " 


0 

2,94X10' 0, 

0 Oj 


16 ■ 3 Fluide sur paroi verticale 
de faible hauteur 

Pour une paroi verticale inférieure à 5 m, on ne commet pas 
d'erreur importante {< 5 % pour l'eau ou l'huile) en admettant 
que te fluide exerce des efforts modélisables par : 


une répartition uniforme 


untorseur ( {f û} 


ou 


F = Pamb * S - ]f 

O! = h 12 . î 


PAROI VERTICALE DE FAIBLE HAUTEUR 
THiiimurrmii 



dF = p an *.dS.y 



S représente la surface mouillée et h, sa hauteur. 
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16« 4 Poussée sur une surface 
quelconque 

La force F, engendrée dans me direction donnée par une pression 
p agissant sur une surface, est égale au produit de cette pression 
par la valeur de la surface projetée sur un plan perpendiculaire à 
cette direction. 


Fzs p.S avec p(MPa) 
S(mm z ) 
f[ N) 


exemple i : Poussée sur une tige de vérin 
b Données : 0 d= K)mm ; p = 5bars = 0,5 Hlm 2 . 


a Calculs: 

Force axiale sur ie piston I ié à la tige : F-p. S. 

Avec p = 0.5 N/mm 2 .S~nx25 2 mm 2 , on calcule : 
F= 982 N. 

Le torseur associé à cette poussée s'écrit : 


/(^fluidÿUge) ~ 

I 


+ 982 
0 
0 


0 

0 

0 


{F y. h 


exemples : Poussée sur un piston oblique 

b Données : Formes du piston et valeurs des surfaces projetées 
sur les plans perpendiculaires aux axes (0.7) et {O, ?). 

b Problème : Calculer la résultante des efforts exercés par fe 
gaz sur ie piston sachant que la pression effective vaut : 

6,1 MPa. 

a Solution: 

La force exercée par ie gaz sur le piston vaut : 

Selon {O, x): 

X F = p . S x avec p = 6,1 N/mm 2 

S x = 4,86 x lo 2 mm 2 . 

Donc X f =2965N (soit X F ~ 2.97kN). 

selon (O, /) : 

Z F — p. S z avec p = 6,1 N/mm 2 
S z = 503 mm 2 . 

Donc Z F = 3 068 N {soit Z F « 3,07 W }. 


POUSSEE SUR UNE TIGE DE VÉRIN 



Surface réelle Surface projetée 
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17 Action 

de la pression 
ambiante 

La pression ambiante, P mh , engendre des efforts sur toutes 
les surfaces de corps qu'elle baigne. 

On peut les représenter par des forces uniformément réparties, 
perpendiculaires à ces surfaces. Deux cas se présentent : 


La pression ambiante 
agit tout autour du corps 

La pression ambiante n'agit 
pas tout autour du corps 

Le torseur représentant 
l'effort résultent est nui ; il 

n'est pas indispensable de 

recenser ces forces. 

EXEMPLE : 

m Solides en contact par 
des surfaces rugueuses : 
l'air passe entre les deux 
solides (§ B.4). 

■ Solides reposant sur un 
fluide (§ 64.5). 

Le torseur représentant l'ef¬ 
fort résultant n'est pas nul : 
il faut tenir compte de cette 
pression ambiante. 

EXEMPLE: 

■ Solides en contact par 

des surfaces «miroir» entre 
lesquelles on a chassé toute 
trace d'air (cales-étalon). 

■ Clapets, pistons et autres 
dispositifs hydrauliques. 


exemple i : calesrétalon 

Après avoir chassé l’air d’entre les deux surfaces miroirs en 
contact, la pression atmosphérique n'agit plus que sur la face 
extérieure. Pour séparer les deux pièces par arrachement, il faut 
exercer un effort P: 

F>F p 

exemple 2: tube dentifrice 

Phase 1 : en réduisant le volume par déformation de l'embout, 
la pâte dentifrice ne peut que sortir. 

Phase 2 : en relâchant l'embout, celui-ci reprend sa forme ini¬ 
tiale, augmentant le volume interne, ce qui crée une dépression. 
La pression atmosphérique qui engendre sur le piston une force 
F déplace alors celui-ci vers le haut du tube tandis que fa pâte, 
trop visqueuse, se comporte comme un bouchon. 

REMARQUE : 

Lors d'un isolement de corps (chapitre 20), il est prudent 
de réfléchir aux effets de la pression ambiante dès que l’on 
recense les actions de contact. Les résultats du chapitre 16 
s'appliquent intégralement. 


CORPS ENTOURÉ PAR LA PRESSION AMBIANTE 

s 2 



F\ — Pamb 1 ■ F~ i x — Ram b * S -, . COS g — Pi l 

F s — P amb . S 3 ; F t y = P amt,. S i ■ sin a = F 3 J {O j 

^2 - Ramb * S 2 ; F 2 = Ramb • S 2 ~ ^2 I 


CALES - ÉTALON 


Cale-étalon 40 x 10x 6 



Il Fp [j = Ramb ■ ® 

Si P amb = Pat m - 0,1 N/mm 2 et S = 4 cm 2 : || F P |= 40 N 

N.B : Poids négligeable : 

P « 10 X 7,2 X 0,4 X 0.1 X 0,05 = 0,144 N 


TUBE DE PÂTE DENTIFRICE 
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18 Action 
d'un fluide 
en mouvement 

18« 1 Fluide parfait 

Ce cas concerne les liquides non visqueux et les gaz. 

Le frottement des molécules entre elles et sur tes parois peut être 
négligé ; identique à un fluide statique. 

Un fluide parfait, en mouvement contre une paroi, 
exerce des actions mécaniques élémentaires modéli¬ 
sables par des pointeurs perpendiculaires à cette paroi. 

18 b2 Fluide visqueux 

Chaque particule exerce sur la paroi une action tangentieile pro¬ 
portionnelle à la viscosité, la valeur de la surface de contact, 
la vitesse (voir § 65.2) et comparable à celle dûe aux frottements 
entre solides. 

Ce frottement s’accompagne donc d'une perte d'énergie 
(voir chapitre 67 - pertes de charges). 

REMARQUE: 

Le facteur de frottement entre particules de fluides et avec 
les parois, est toujours nettement inférieur à celui des solides 
entre eux. 

Un fluide visqueux, en mouvement contre une paroi, 
exerce contre celle-ci des actions mécaniques 
élémentaires modélisables par des pointeurs non 
perpendiculaires à cette paroi. 


FLUIDE rARFAIT EN MOUVEMENT 



FLUIDE VISQUEUX EN MOUVEMENT 



18 b 3 Traînée 

CM ia résultante R de l'effort exercé par le fluide sur te corps, 
en mouvements relatifs : 

C x .p.s. I/® 

R : traînée (N) ; C x : facteur de traînée ; 
p : masse volumique du fluide (kg/m 3 ) ; 

S : maître couple du coips (m 2 ); V : vitesse relative (m/s). 


EXEMPLE : 


Un véhicule (C, - 0,3 ; S = 2,4 m 2 ) se déplaçant dans l'air 
{p ~ 1,22 kg/m 3 ) à 90 km/ h subit : 


tf= 0.5 x 0,3 x 1,22 x 2,4 x 



TRAÎNÉE B 

Maître-couple S (m 2 ) 


Facteur de traînée C x 

= * 


EO 8 



1.5 

0,35 

1,4 

1,05 

0,8 
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19 Notions 
de théorie 
des mécanismes 

19 «1 Définitions 

■ Mécanisme 

C'est un assemblage d'éléments capables de transformer l’éner¬ 
gie mécanique (exemples : systèmes bielle-manivelle, vis- 
écrou, réducteur, etc.). Un mécanisme possède au moins une 
entrée où l'on applique l'action motrice, et, au moins, une sortie 
réceptrice. 

■ Loi entrée-sortie 

Il s'agit d'une relation entre les variables (ou paramètres) d'entrée 
et de sortie. 

■ Graphe fonctionnel ou graphe de structure 

I! représente schématiquement le mécanisme. 

Chaque sous-ensemble de solides «sans mouvement relatif» 
apparaît sous un seul repère (voir chapitre 20). 

Le trait continu qui les relie, représente une liaison 

Le graphe de structure permet de distinguer tes boucles 
de la chaîne cinématique (§5.33). 

■ Mobilités utiles 

Elles justifient le mécanisme. Par exemple, dans une automo¬ 
bile, la translation du piston entraîne la rotation de la roue après 
embrayage ; le déplacement do levier de vitesse engendre celui 
d'un baladeur situé te la boîte de vitesse ; la rotation du volant 
permet d’orienter les roues, etc. 

Pesons m,, te nombre des mobilités utiles. 

■ Mobilités internes 

Elles n'interviennent pas dans le fonctionnement du mécanisme 
Par exempte, l'axe du piston le reliant à ta bielle peut tourner sur 
lui-même, tout comme une barre de direction articulée entre 
deux rotules ou le pommeau des leviers de vitesses sur son 
levier, ... 

Posons m, le nombre de mobilités internes 

■ Isostatisme et hyperstatisme 

Lorsqu'on peut déterminer les actions mécaniques à l'aide 
des seules équations de la statique, on dit que le système est 

isestatique ; sinon ort le dit hyperstatique 


MODÉLISATION D'UN RÉDUCTEUR 


Carter O 



CROQUIS D U N SYSTEME DE DIRECTION 
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19*2 Modèles normalisés 
des liaisons 

Pour chaque liaison modélisée {chapitres 4 à 12) : 

■ on considère les mouvements possibles (torseur 
cinématique) : 


n c : nombre d'inconnues c i né matïqu es 

Pour une liaison 

e : nombre de degrés de liberté 

n c ^e 


■ on considère les actions mécaniques transmissibles (torseur 
des efforts transmissibles) : 


n s : nombre d'inconnues statiques 

Pour une liaison 

de liaisons 



REMARQUES : 

■ La modélisation suppose que les jeux, frottements, masses et 
déformations restent négligeables. 

■ Les efforts dynamiques doivent pouvoir être négligés. 

■ Une liaison réelle peut recevoir plusieurs modélisations. 

19 «3 Degré d'hyperstatisme 

Pour un mécanisme comprenant avec le bâti n sous-ensembles, 
l'isolement de chacun, excepté le bâti, conduit à 6 [n --1) 
équations 

L'ensemble des mobilités procure /^relations indépendantes et 
Wj relations non significatives (du genre 0 = 0). 

■ Pour un mécanisme isostatique : 6 {n- 1) - nt u -m,-Zn s 
m Pour un mécanisme hyperSalique:6{fl—1)—m f - =X/ï s —/j 
h représente le degré d'hyperstatisme : 

lt = irr B +flî ( +Zn s - 6(n -1) 

19«4 Étude cinématique 

Pour chaque boucle fermée indépendante du graphe de structure, 
on peut écrire une relation cinématique telle V Aeili r- 0. 

Cefà procure 6 relations algébriques, dans l'espace. 

Compte tenu des mobilités m, on peut écrire : 

■ pour un mécanisme isoslatique :/7 c -6 = m 

■ pour un mécanisme hyperstatiçue : n c - 6=m - h 

h * m - n c + 6 (boucle par boucle) 


19*5 Nombre cyclomatique y 

Il indique le nombre de boucles fermées indépendantes dans 
i liaisons : y = /- n* 11 


MODÉLISATIONS selon les hypothèses 



Rouleaux embarreurs SNR 


MODÉLISATION GLOBALE 



©—”-@ 

L, g : liaison pivot 

n c = e = 1 (rotation /{A,x) 

n s = 5 

(co x D I 

\?tn } = ( O O J 


+0 + 5-6X <2- 1) = O 


MODÉLISATION t 



Les deux roulements contrarient la libre déformation 
de l'arbre (1). 

L 1 : pivot (n s = 5} L z : pivot glissant (n s = 4} 


h = 1 r- (5 + 4) - 6 x (2- 1) = 4 

Dans deux plans perpendiculaires se coupant selon 
A, A 2 , il faut vérifier : 

• ie parallélisme des axes de roulements, 

• leur alignement (coaxialité). 


MODÉLISATION 2 



Les deux roulements tolérait la libre déformation 
de l’arbre (1). On obtient h =■ 0. 
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19.6 


EXEMPLE D APPLICATION 


19-61 


PLAN D’ENSEMBLE D'UNE SCIE SAUTEUSE 


19-65 SCHÉMA N" 2 



(7) (6) 

II 


B 


19-62 SCHÉMA CINÉMATIQUE MINIM AL (SCHÉMA N° 1) 


(1) = {1, 2,9, t5,16,17,18,19, 20,21,22,23,24 25, 26} 
(3} = {3,4,5,11,12} 

( 6 ) = { 6 } 

(7) = {7,8,10,13,14} 


D'où le graphe de structure : 

A, _n Cv 



B 


} 

(6) 

(3) 

(D 

T f .il 

7 


T 1 

C T 

D 

pJ 


1 



1 

~77777 



19-63 ANALYSE 1 DES LIAISONS 


(Schéma n°1) 

Ai_ 3 : pivot glissant^=4) 

Btf . pivot glissant [n $ =4) 

C 3-6 : pivot glissant (n s = 4) 

% 7 : appui plan (n s = 3) 
f 6 . 7 : appui-plan (n s = 3) 

/!)„= 1 (position de 7 selon celle de 1) 

/fy = 1 (translation de 6/3) 

7î= 1 + 1 +(4+4+4+3+3+1)—6(4—1)=2 


19- 64 ANALYSE 2 DES LIAISONS 


(Schéma n° 2) 

4^3 : pivot plissant (n s = 4) 

: pivot glissant (n s = 4) 

: sphère-cylindre (n s =2) 

0 3 _ 7 : linéaire rectiligne (/? s =2) 

f 6 . 7 : appui-plan (n s = 3) 

m u = 1 (position de 7 selon celle de 1) 

nii = 2 (translation et pivotement de 6/3) 

/)= 1+2 + {4 + 4 + 2 + 2 + 3 )- 6 { 4 - 1 ) = 0 


(3) (1) 




U A 


77777 


Il résulte de l'analyse 2 
Vérifions fïsostatisme sur 
chaque boucle fermée : 

. Boucle fermée n° 1 

A 1 _q Cr- 



Pour 4 i. 3 n c = 2 
61-7 : fi c =2 
C3 6 : r?c = 4 
fe_ 7 : n c = 3 
Ü3 - 7 supprimée 


Mobilités : m= 5. 

(une rotation et une translation 
de 1 et de 6 ; une translation 
de7) 

A=5-(2 + 2 + 4 + 3) + 6=0 



Pour 4^3 : n c = 2 

®i-7 : 

D 3-1 < 1 c=^ 

[Mobilités : m=2. 

(une rotation et une translation 
de 7) 

h= 2-(2 + 2 + 4) + 6=0 
MODÉLISATION ISOSTATIQUE 
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19.7 


MODÉLISATION DE MONTAGES T7PES DE ROULEMENTS 


Nature du 
roulement 


Angle de 
roulage 


Montage de roulements 


Modélisation proposée en 
fonction des hypothèses 


■ A une rangée de 
billes à contact radial 





a r max 
= 10' 


Définition du roulage 



Le rotulage d'un roulement est 
la capacité d'oscillation d'une 
bague par rapport â l’autre 
autour d'un axe perpendiculaire 
à t'axe de rotation {A, jr ) du 
roulement, sans transmettre de 
moment à l'arbre. Si a>a rm% , 
un moment A' z apparaît. On dit 
aussi « déversement » d'un 
roulement. 


Nature du 
roulement 


■ À double rangée 
de billes 





xNSVS\V> 


b 


cylindriques 
JZZ? 


H 


jSsi 


Angle (Je 
rotulage 


a 


r max 
= 0° 


Exemple île montage 


Graphe des liaisons 


Deux roulements à une rangée de blés 
à contact radial 





(gfL# 

B t _ 2 : liaison rotule (efforts 
de la droite vers la gauche 
seulement). 

A |_2 ■ liaison sphère- 
cylindre. 


Schéma cinématique 


û (2) 

A 

~rÇ*T 


Jeu “» 0,4 à 0,6 


Hypothèses 


M 


9- 


B -r 


■ Contact axial sur le roulement de droite. 

■ Angle de rotulage de chaque roulement inférieur à l'angle de 
rotulage maximal admissible. 


Les liaisons en parallèle 
A |_2 et fî r . 2 réalisent une 
liaison pivot 1-2 
isostatique*. 


Exemple de montage 


Graphe des liaisons 


Un roulement à deux rangées de billes et 
un roulement à rouleaux cylindriques 


4-2 




( 2 ) 


e 


1-2 


A } _ 2 : liaison pivot, 
B t _ a : liaison sphère- 
cylindre. 


Schéma cinématique 


+ y ( 2 ) 

L3 


l upi rQ 


B - 


Hypothèses 


r max 


= 2'à 6' 


a Le roulement à double rangée de billes de gauche réalise le 
positionnement axial de l'aibre 2 par rapport au carter I. 
(Rotulage nul.) 

a Le roulement à rouleaux cylindriques de droite ne réalise 
aucun positionnement axial de 2/1. 

a San angle de rotulage est inférieur à l'angle max de rotulage 
a rirai’' 2 ®6\ 


ÜÜ 


Les liaisons en parallèle 
A : _ 2 et e i -2 réalisent une 
liaison pivot 1-2 
hyperstattque*. 


Voir définition de ce terme § 19.1 


“(1) et (2) sont deux classes d'équivalence. 
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Nature du 
roulement 


Angle de 


Montage de roulements 


modélisation proposée en 
fonction des hypothèses 


Exemple de montage* 


Graphe des liaisons 


■ À deux rangées de 
billes (ou rouleaux) à 
rotule 



ï' 


■ Butée à rotule 
sur rouleaux 


■ Butée à billes 
(ou à aiguilles) 



A billes 

u rmax 
-1,5 à 3° 

À rouleaux 

a ma% 
«1 à 2,5° 


Une butée à rotule et un roulement à deux rangées 
de rouleaux à rotule 




® 1-2 

Af_ 2 : liaison rotule (efforts 
de 1/2 de haut en bas 
seulement) 

S^a : liaison sphère- 
cylindre. 


Schéma cinématique 



a 


rnis* 
2.5 à 3“ 


Hypothèses 


■ La butée à rotule assure un centrage de l'arbre 2 par rapport 
au palier 1 et un positionnement axial de 2/1. 

■ Le roulement à rotule assure un centrage de 2/1 et n'assure 
pas de positionnement axial. 

■ L'angle de rotulage est inférieur à 1,5°. 





Exemple de montage* 


Graphe des liaisons 


Deux roulements à rouleaux et une butée à ample effet à 
rouleaux cylindriques 

if 


a 


rma* 

Q D 


, , L _ ] 


| A B C (j 

r_ 

r= 


V 


11 ' J- 

H 

J 

Mb 

tan 

K 



m Roulement à 
rouleaux cylindriques 


( 2 ) 


F 





A x _2 ; liaison rotule (efforts 
de 2/1 vers la droite 
seulement) 

8^ : appui-plan (efforts 
de 2/1 vers la gauche) 
C!_ 2 : sphère-cylindre 


Schéma cinématique 


(D 


( 2 ) 


Hypothèses 


B „C z 



V 


®rmni 
- 2* à 6' 


■ Les roulements à rouleaux cylindriques assurent m centrage de 
1/ 2. Celui de droite, en G ; n'assure pas de positionnement axial. 

■ L 1 angle de rotulage des deux roulements est inférieur à 2' 
(valeur maximale du rotulage) : roulements rapprochés, bien 
alignés. 

■ La butée à rouleaux assure le positionnement axial de la 
droite vers la gauche. L'angle de rotulage est nul. 


La Saison 1-2 est hyper- 
statique d'où nécessité de 
réglages et de tolérances 
serrées de concentricfté des 
roulements et de perpendi¬ 
cularité arbre-butée à rouleaux 


D'après S.K.F. 
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20 Isolement 
d'un système 

L'isolement d'un système consiste à : 

■ considérer une partie d'un mécanisme ou d'un objet, 

■ recenser toutes tes actions mécaniques qui lui sont appliquées. 

REMARQUES: 

■ L'isolement d’un système est une opération indispensable en 
mécanique ; il intervient ai statique, résistance des matériaux, 
mécaniques des fluides, thermodynamique... 

■ Le graphe des liaisons apporte une aide précieuse. 

EXEMPTE 1: 

Soit à isola l'ensemble ( 6 ) du montage § 5.3. 

HYPOTHÈSES: 

■ Étude plane dans (4 x, y). 

■ L'opérateur exerce un effort F normal au levier, d’intensité 
100 N et le levier affleure ta bufée. 

■ Poids négligeable et pression ambiante tout autour. 
m Frottement de facteur ji entre (6) et (1) seuls. 

ANALYSE: 

Le graphe de structure montre que ta pièce (B) est en liaison avec 
(9) et (IJ, outre ['opérateur. On obtient les résultats ci-contre. 

EXEMPLE Z: 

Isoler l'ensemble (£)={{6), (9), {11)} du montage modélisé au 
§5.3. 

HYPOTHÈSES: 

■ Étude spatiale dans (A X y, X) 

u Autres hypothèses ci-dessus+action du ressort négi igeable. 

ANALYSE : 

Les résultats ci-contre montrait que cette modélisation conduit 
à 7 inconnues, donc une de trop pour pouvoir résoudre isosta- 
tiquement (voir chapitre 19). 

REMARQUES: 

■ Si le jeu dans te pivot \ 9 reste trop faible : on rte peut à ta 
fois, observer un contact linéaire entre (6) et (1) et un double 
appui ponctuel avec la pièce. 

Comme ce dernier est nécessaire au fonctionnement, on peut 
supposer {et admettre) un contact ponctue! I u . 

■ Si le jeu dans le pivot / 6 . 9 esf suffisant : on conserve 7 
inconnues mais l'isolement de (6) seul n'en présente plus que 5 
dans l'espace : ensemble résoivable. 


ISOLEMENT DE (6) 



(X A O 
^6-a { Y a O 
aIO O 
\X, O 
Y, O 
J O O 




(§9.2) 

(2 inconnues) 

avec X, = ~(i. Y, 
à l'équilibre Strict 
(1 inconnue) 


Total : 3 inconnues, dans le plan 


■>i 


ISOLEMENT DE (F) = {(6), (9), (11)) 

© -^ 

Opérateur @ 0-« S 1CM1 

©6 “ h E / ^ ^P-E « 


8 5 . 9 négligeable 



Opérateur/(6) {F O } 



(*/ L, 

A-fc j 

Y, 0 

J 

l 0 0 


\X B 0 

e tCHT 

Y b 0 

8 

lz e 0 

| 

[ 0 0 

Np_ E | 

Y m 0 

en A/, \ 

i 0 0 


avec F~-100y{enN} 
(O inconnue) 

avec X f --jii.Y f 
(2 inconnues) 

(3 inconnues) 

fü 0 1 
^P-E j YtJ2 O | 
en N 2 [ O O | 

(2 Inconnues) 


Total : 7 inconnues 
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21 Mouvement 
d'un solide 

21 ■ 1 Position d'un solide 
dans un repère 

Elle est complètement déterminée par : 

■ La position d’un point A, origine d'un repère local 
(A i^) lié au solide (S). 

Il suffit alors d'exprimer le pointeur OA par ses coordonnées 
cartésiennes, fonctions du temps i : 

OA y {t) soit OA = x, t) .jr 0 + y (f) .y 0 + z^.z o 

\W 

■ La position du repère focal par rapport au repère de référence 
(O, Xq, , zj) à l'aide des trois angles, également fonctions 
du temps (voir chap. 3.2). 

■ Dans le cas d’un mouvement pian sur plan (chap. 28), i! 
suffit de trois paramètres. 

REMARQUE : 

Toute étude de mouvement nécessite le choix d'un repère de 
référence - ou référentiel - car la notion de mouvement est 
relative. 

Le passager assis dans l'avion pendant le décollage est immobile 
par rapport au repère local lié à l'avion et en mouvement par rapprit 
au sol. 

21 «2 Trajectoire d'un point 

Il s'agit de ['ensemble des positons successives du point lors 
de son mouvement dans le repère de référence. 


POSITION D'UN SOUDE DANS L'ESPACE 



*(o> yp). z (o*^W’ ®(t)’ Im¬ 


position D’UN SOUDE DANS LE PLAN 



dA=x (() .x + y, () .y 
(*Ô.*s) =0<t> 


TRAJECTOIRE-ABSCISSE CURVILIGNE 


21 «3 Abscisse curviligne 
Équation horaire 

En choisissant une positon particulière A$ du point A sur sa 
trajectoire et en donnant une orientation à cette trajectoire, on 
définit î’abscisse curviligne du point A à un autre instant t : 

L'abscisse curviligne s du point A est la valeur atgé 
brigue AqA de l'arc de courba parcouru par A, 

Ella dépend du temps, s-A ^ fy) • 

REMARQUE: 

s= fyj s'appelle « équation horaire » ou « équation du 
mouvement » de A sur sa trajectoire. 
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21 >4 


EXEMPLES DE TRAJECTOIRES PARTICULIÈRES 


Rectiligne 


T rajectoire de M Mobile M(x, y) 


«o 


. X 

f 




Qz 


x LoJ 


O 


x = f{t) 
y=a 

a (constante) 


Circulaire 


Trajectoire de M 



Bielle 

Tête 
de bielle 
M(x,y) 


X = P . COS G 
y = R . sin fl 

R (constante) 


Elliptique 


Soleil (au foyer) *y 


Planète 



x -a . cos 9 
y - b. sin 6 
e=nt) 

a,b (constantes) 


EXEMPLE : extrémité de f'arête coupante 
d'un outil à charioter, par rapport au 
banc du tour, associé à (ü,x,y,z) 


EXEMPLE: axe de tête de bielle par rap¬ 
port au carier (repère 0,x,yJ ). 
Remarque: ir ! + y l =R* 


EXEMPLE ; planète autour du soleil 
Remarque : x z la 2 + y *lb 2 * 1 


Parabolique 


Hyperbolique 


CycloïdaJe 


/ 

0 _\ 

/ M(x, y) \ 


Trajectoire deM 




O 


V 

■\ 

-a 

+b 


y 

/P ~ _ 

y M(x, y) 
/+ a j 


0 / 

A 

// 



\ 

-b 



h ÿ 


Trajectoire de M(x, y) 



x ■= 3t 



C 

5 / 

-J —^ 

y = bt i + ct + d 


_ / =1 




x = a (t - sin f) 

a, b, c, d 

\Trajectoire 

a s b y 


ÎM-IO 


y = a (1 ~cos f) 

(constantes) 

de M 

a, b (constantes) 




a (constante) 


EXEMPLE : projectile lancé dans le 

champ de pesanteur 

Remarque : y 2 « 2 px où p (constante) 


EXEMPLE; lieu du point d'intersection 
d'un cène de révolution avec un plan 
parallèle à son axe. 


EXEMPLE : point sur un cylindre qui roule 
sans glisser sur un pian de trace 0,x 


Epicycloïde 


Hypocycloïde 


Développante de cercle 


Trajectoire 
deM 



Trajectoire 
deM 



y. = a[(n +1) cos t - cos (n + 1) f] 
y - a[(n j -1) sin t - sin (n + 1) f] 

(Cercle de rayon a roulant sans 
glisser dans un cercle de rayon na) 


x = a{(n ~1) cos t + cos (n - 1) t] 

*. - aj<n -1) sin t - sin h -1) tj 
(Cercle de rayon a roulant sans 
glisser sur un cercle de rayon na) 



x = a(cos t + t sin f) 
v = a(sin t -1 cos f) 

(Droite IM roulant sans 
glisser sur un cercle (C)) 


EXEMPLE : trajectoire d'une dent d'engre¬ 
nage épicycioîdal à contact extérieur 


EXEMPLE : trajectoire d’une dent d'engre¬ 
nage épicycioîdal à contact intérieur 


EXEMPLE : profil d'une dent d'engrenage 
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21 «5 Vitesse d'un point 


VITESSES MOYENNE ET ALGÉBRIQUE 


21 ■ 51 Vitesse moyenne u moy 

Si, â l'instant /,(s), ie mobile est en à i'abscisse s,, si, à 
l'instant t 2 , il passe en A 2 à l’abscisse s 2 , alors, entre t f et t 2 , 
sa vitesse moyenne se calcule par :_ 


u rcy = vitesse moyenne {m/s ou m. s 
$ 2 - s, = variation de l’abscisse curviligne (m). 
/ 2 -f, = variation du temps (s). 


21-52 Vitesse algébrique 
(ou instantanée) v 
À un instant /quelconque : s= AqA = f{t). 

À un instant voisin /+ A/, le mobile A occupera une nouvelle 
abscisse curviligne : s + AS= /(/+ Af). 


Vitesse moyenne sur cet intervalle de temps : 

_s+As-s_ AS 

^ " ÏTÂt-t ” Af 

Lorsque Af-»0 , As-»Ü et 




e 

h 

j J?1 

U St “ ~ 

tif 


= ds/d / : dérivée de s ( ,, par rapport à /. 


21 ■ 53 Vecteur vitesse V^jÿ to 
À l’instant f, 1e mobile est en A défini par OA 
À l’instant f+ Af, il vient en /T défini paNM’. 


On pose: I4v&û = limAf^o 


AA' 


{t+At)-t 


Comme AA' = OA' -OA-A (CW), il vient : 


Vm\ =Sn âhiij 

A OA \ 
i Af J 

4 d 

Vdf 

oa) 

hua 

v» *ûx{i)f df 
wy=d ¥{i)l df 

Vi*ûy{t)l df 

■ Lorsque A /-> 0, /S ‘se rapproche de A et AA' se rapproche 
de ta direction du vecteur unitaire^ ? tangent en A à la trajec¬ 
toire. En notant ds= AA' et d OA' = AA' : 


M 

ko 3 

T 

■ vWo-(^cm)l 



Le vecteur vitesse est toujours tangent à la trajectoire ef 
dans le sens de mouvement. 



Exemple : s = 5 t s - B (s en mètre, f en seconde). 
On peut calculer s'(t) = 101. 

Entre f = 2 et t = 3 s : Vmny = ■= 25 m/s. 


f(s) 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

s(m) 

-8 

-3 

12 

37 

72 

117 

s'(fnfS) 

0 

10 

20 

30 

m 

50 


VECTEUR VITESSE (en un point, dans un repère (t/Lo)) 
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21 ■ 54 Détermination algébrique 
de la vitesse 

La trajectoire d'un point W étant connue, il suffit d'indiquer son abs¬ 
cisse curviligne pour pouvoir calculer sa position à tout instant. 

EXEMPLE 1: 

On donne $-7 cos (10 nt) + 120. 

On en déduit s' (l} = v -- 70 arsin (10 ni), 

EXEMPLE 2: 

Si s {t) - 20 f 3 - 8 / 3 +10, avec s en (m) et fen (s). 

Alors : 

y=ÿ^ = 60 / 2 - 16 / et v (0) = Om/s; 

s (1) =20“8+ 10=22m; Vf TJ = 60—16=44m/s,etc. 

21 « 55 Détermination vectorielle 
de la vitesse 

La position d'un point West cornue dès l'instant que l’on sait 
exprimer son vecteur position O M dans te repère d'origine O 


(T) SCHÉMA D UNE TRANSFORMATION 
DE MOUVEMENT PAR EXCENTRIQUE 



OM,x = s- 7cos(10 n t) + 120 (angle en rad} 


f(s) 

0 

5,01 

0,02 j 

0,03 

0,04 

... 

s (mm) 

127 

126,7 

125,7 

124 

122 

... 

v (mm/s) 

D 

~68 

- 129 j 

~17B 

-ara 

... 


EXEMPLE (fig. 1): 

ÔM='ÔO +ÔH +HI + ÏM 



âf(e.cose+ft+/') 

Si 6 = a. t où «est une constante, 0dépend de f. 

OM est bien une fonction vectorielle du temps t. 

Le vecteur vitesse s'en déduit par dérivation par rapport à / : 



-e. «.sin (o)t) 
0 


APPLICATION : 

e=7 ; «=300 fr/min = 10 ^rad/s ; 0=20 , /=100. 


cos (10 n f) +120 \ n— /- 70 n Sin (10 n f)\ 

0 J 0 j 

21 «56 Détermination graphique 
de la vitesse 

Chaque fois que l 'on dispose d'une représentation graphique de 
s : l (f), on peut opérer une dérivation graphique dont la préci¬ 
sion dépendra de la qualité du tracé (fig. 2}. 

■ Tracer la tangente en un point fi et relever As, A t 
m Porter is valeur de vAs/Atè l'instant considéré. 



— ------—- ——--------t 

(z) DÉTERMINATION GRAPHIQUE 



* Présentation «pratique* (§ 72.5) 
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21 «6 Accélération d'un point accélération moyenne 


21» 61 Accélération moyenne 

Si ie point A se situe en/!, à ï instant t,(s) et qu'ii possède une 
vitesse inslantanée v ,{m/s) ; s'il passe à l'instant / ? en A 2 à la 
vitesse v 2 , son accélération tangentielle moyenne entre /, et / 3 , 
notée a f ^ {m/s 2 ou m. s - 2 ), vaut. 


3t may « 


V2~ V\ 

i 2 - 1 1 


21 «62 Accélération tangentielle 
instantanée 

À l'instant /quelconque, l'accélération tangentielle instantanée, 
notée a, correspond à la limite du rapport lorsque a/^ 0 . 
On le note al ors : ___ 

ai =— ; comme v = & : at =—f = s*(f) 
ût rfï ur 


mmt: 

m Ondonne 5=-10t 3 +2t+t{/en(s)etsen(m)>. 

■ On calcule u=s'=ds/df=-30f 2 + 2et^=s n =-60f. 

RÉSULTATS PARTIELS : 


î(sî 

0 

1 

2 

3 

4 

s(m) 

1 

-7 

-75 

-263 

-631 

i> (m/s} 

2 

-28 

“118 

~2fiB 

-478 

a, {m/s 2 } 

0 

-60 

-120 

-IBfl 

-240 


21 »63 Vecteur accélération a aol 0 
Si le point mobile/! a une vitesse l^o à l’instant fet si cette 
vitesse devient l'instant f+ Ai, on peut dire que ïa 


vitesse vectorielle a varié de A V A = t^ /al o - V Amo pendant 
ie temps At On pose : 




yo 


0 v,. h 

Origine des abscisses curvilignes 


dans (9i 0 ) 


Si s = A 0 A x = 5/ 2 -8 (fen{s) et sen(m» 
v= 10 1 

Si A se situe en A, à f = 1 : iq = 10 m/s 
Si A se situe en A z à t = 2 : v 2 - 20 m/s 
Son accélération moyenne entre / t et t 2 
vaut a fmoy = =10 m/s 2 

VECTEUR ACCÉLÉRATION 


Centre de courbure 



21» 64 Composantes intrinsèques 
de l'accélération 


Puisque ^« 0 = tii/</iü] et que l4mo = v.i, 

Vd f /‘AO 


alors : 



En géométrie analytique, on montre que 



N représente îe vecteur unitaire «normale au point», toujours dirigé vers 
le centre de courbure, et fl représente la valeur du rayon de 
courbure. 

On peut donc noter que, quelle que soit la nature des mouvements 


Baux 0 = 3r + 3n où: 

3/% 3j, Ÿ - T : accélération tangentielle ; 

3n = 3». N =(v 2 /3). W : accélération normale. 
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21b 65 Détermination algébrique 
de l'accélération 

Seule l'accélération tangentielle peut se calculer à partir de f abs¬ 
cisse curviligne. L'accélération normale dépend du rayon de cour¬ 
bure de la trajectoire que Ton calcule dans les cas particuliers de 
la translation, de la rotation et du mouvement hélicoïdal. 

Soit, pour les exemples du § 21.54. 

v'~ - 70 rrsin (10 n t) ^ a t = ï/=- 700 ii l cos IC ( nt) ; 

u=60/ 2 -18/ =>a t = v‘= 12Û f-16 m/s 2 

21 ■ 66 Détermination vectorielle 
de l’accélération 

La position d'un point West connue dans un repère (O, x.yJ) 
dès l'instant que Ton sait exprimer son vecteur position ÔM en 
fonction du temps t. Il suffit ensuite de savoir calculer des 
dérivées : 

EXïHPtt : avec x=3 /-1 et y= t 1 + 3/-1. 

(distances en (m) et temps /en (s)}. 

° M (y)^ (y jjj) ^ 3m n 0 ^y*^ (/ |n) 

CALCULS : 

*=3/-1 *(/p 3 => x *(l) =0 

y»/*+3M r'(,)=2/+3 y’ (l) =2 

21 «67 Détermination graphique 
de l’accélération 

Elle repose sur le même principe que œiîe de la vitesse exposée 
au § 21.56. Elle se limite è l'accélération tangentielle. 

21 ml Hodographe 
d'un mouvement 

Pour un mouvement donné, on porte à partir d'un point fixe 
choisi arbitrairement, le vecteur vitesse. L'extrémité P du poin¬ 
teur ainsi défmi, décrit une courbe appelée hodographe. 


Exemples de mouvements 

Nature de l'Iiodcgraphe 

Mouvement rectiligne uniforme 

Lin point 

Mouvement rectiligne varié 

Une tfroile 

Mouvement circulaire uniforme 

Un cercle 

Mouvement circulaire 
uniformément varia 

Spirale 


REMARQUE : 

Sur /hodographe, la vitesse du point P correspond exactement 
à l'accélération du point A associé. 


DÉTERMINATION GRAPHIQUE DE L'ACCÉLÉRATION 
TANGENTIELLE 



HODOGRAPHE 
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22 Translation 
d'un solide 


22» 1 Définition 


Un solide est en translation dans m repère lorsque 
deux bipomts distincts A B et B€ de ce solide, gantent 
des directions constantes au cours du mouvement 



22 «2 Différents modes 
de translation 

Selon la trajectoire des points do solide, la translation est : 

■ rectiligne uniforme {chapitre 23) ou variée (chapitre 24) ; 

■ circulaire uniforme ou variée {chapitre 25) ; 

■ quelconque. 


22 «3 Vitesse angulaires 
et linéaires 

Lorsqu’un solide {S) est en translation dans un repère (î*, 0 ) : 

■ La vitesse angulaire de tous les points de (S) est nulle : 

= O (rad/s ou tr/min). 

■ La vitesse linéaire de tous les points de (5) est égale : 

- fi. - * 

^es/*o = D - 

On dit que le « champ des vitesses » est uniforme, 

REMARQUE: 

Le champ des vitesses se trouve complètement détint par un 
torseur cinématique : 

{^SM 0 ) ~ ^eSMoî- 

La relation entre moments d’un torseur (§ 76) s'applique : 

^cS/‘«G “ ^fieSMo + 716 X 0 - V BESi , tr 


TRANSLATION CIRCULAIRE 



Les trajectoires de A, B, C ont pour centres 
Aq B c C 0 et même rayon A 0 A = B 0 B - C 0 C 



TRANSLATION QUELCONQUE 

Trajectoires de 
B C A 


(*ô, AC) - O" (constant) 
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23 Translation rectiligne uniforme 


23 m 1 Définition 

Un solide est en translation rectiligne uniforme si : 
■ tous ses points décrivent des droites parallèles ; 
* tous ses points ont une vitesse constante. 


23*2 Exemple 

Déplacement uniforme d’une tige de vérin/corps. 

Autre exempte §24.5. 

23 ■ 3 Équations du mouvement 

• OM.x =S(/j * —/g)* Sp 

s (?) : abscisse curviligne (m) du point Mk l'instant f (s). 
v 0 : vitesse {en m/s), du point Mk l’instant f 0 (s). 
s 0 : abscisse {en m), du point Mk l'instant 4(5). 

■ v {t) =s‘ {tr v, 

Dérivée de s {() par rapport au temps : s' (s) = ds/df. 

■ 3 «iijjj = 0 (la dérivée d'une constante = 0} 
Accélération tangentieîle du point M : v\ S) = du/d/. 

23 m 4 Caractéristiques vectorielles 

■ Le solide {S} en mouvement formant, par deux de ses points, 
un angle constant avec le repère {%) : 

* -*■ 

Le vecteur «vitesse angulaire» Qs/m =0 

■ x présentant le vecteur unitaire de la trajectoire : 

ON = 5 - x + 3. y {voir exemple} 

L)wâic = Uc-A OÙ UD=S' 

â^TTo = v'.r + ^N {§21.04). 

R 

Pour une trajectoire rectilign e fi-x °° ;jjonc v /R -» 0. 
Comme par ailleurs u‘= 0 : â/wst o= 0. 

■ Le torseur cinématique est de la forme : 

J 0.J où D=s'( f )(constante) 

VN/fiO ' ' V *^t st0 


Comme V m „ 0 = V H (^ 0 : le champ des vitesses est 
uniforme. 




Trajectoires des points de ia tige/corps 



T La lige parcourant 130 mm en 1 s d'un mouvement rectiligne 
uniforme, calculer la distarira parcourue en 1,5 s à l’aide des équations 
du mouvement. 

2° Exprimer vectoriel tement la vitesse du point A/ de la lèvre du joint 
d’étanchéité pendant ce déplacement. 

solution : 

1 ° Le mouvement a pour équation : 

%} = v o (l~fo) + 

Posons: pour0 (=/q), s ( ^=0mm{a), 
pour 1=1, s (1) = 130 mm (à). 

Pour (s), l'équation s'écrit : 0 = Sj. 

Pour {b), elle devient : 130 = % x (1)+0 

Donc u e = 130 mm/s {vérifié). 

Lorsque /= 1,5 s, or: remplace de même : 

S( 1S j = 130x {1,5- 0) + 0 = 195 mm 

2° Tous les points ont une même vitesse à chaque instant : 

Vwyio = t/ m/ i a o = 130x (mm/s) 

On peut remarquer que, pour un torseur : 

Vmur = VwiX -o + MN x Üs/hio = Vwnio (§76.1) 
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24 Translation rectiligne uniformément variée 


24 ml Définition 

Un solide est en translation rectiligne uniformément 
variée m : 

■ tous ses points décrivent des droites parallèles ; 

B tous ses points ont une accélération constante. 


24» 2 Exemple 

Déplacement d’un porte-outil de tour vertical : phases 1 et 3 
décrites par les diagrammes ci-contre (voir § 24.5). 

24 » 3 Équations du mouvement 

Elles expriment les relations entre : 

■ l'abscisse curviligne S( t ) {exprimée en mètres), 

■ la vitesse algébrique {exprimée en mis) ; 

■ l'accélération tangentielle a t (exprimée en m/s 2 ). 

Elles s'écrivent ; 


SjfjsO.Sa, {t-t D ) l + u 0 (f 

" ffl) + 5 Qi 

S'- üj/) = 3 f (l~ fg) + U 0 , 

f 0 : inslant Initial (s ). 

s"s=a (f> = a,. 

Vq : vitesse à Hnslarit f 0 . 


a t : constante. 


24 • 4 Caractéristiques vectorielles 

■ Un bipoint quelconque du solide (S) en translation dans le 
repère, forme un angle constant de ce repère : 


La vitesse angulaire £l sim =0 


■ x représentant le vecteur unitaire de la trajectoire : 

(voir fig. § 24.5) OM =$ (t) .x-h.y, 

r| * ■+ 

KlWÆR = V(t) • K 

&MA * = S l ■ x 

REMARQUE: 

Pour tout mouvement rectiligne, ['accélération est tangente à 
la trajectoire. 

■ Le lorseur cinématique es! de la forme : 




5/&0 


1 /^feS/ 


ÎS.0 


J _L ] . 


__3. __-> - + -- * _-> 

Vn* sm o - i^wf sm o +w/Vf xi 2 && i * Vm $m o * 
Le champ des vitesses est uniforme. 


DIAGRAMMES DU MOUVEMENT 
Loi des accélérations tangentielles 



L'accélération tangentielle est une dérivée 
de la vitesse algébrique 


La vitesse algébrique est one primitive 
de l'accélération tangentielle 



Reîatïon entre moments d'un torseir §74.1 
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24 «5 Étude de translations 
rectilignes 

Le croquis montre ie mouvement du coulant d'on tour vertical 
vers !e magasin des outils. 

■ Phase 1 

Partant du repos, le coulant atteint îa vitesse de 0,06 m/s en 2 s 
selon un mouvement uniformément accéléré. 

■ Phase 2 

Le coulant poursuit son mouvement, de façon uniforme. 

■ Phase 3 

Le mouvement du coulant déviait uniformément retardé jusqu'à 
l'arrêt, sur une distance de 0,2 m. Sur l’ensemble des trois 
phases, ie coulant parcourt 1,4 m. 

Écrire tes équations du mouvement pour chaque phase et tracer 
les diagrammes correspondants. 


EXEMPLE : TOUR VERTICAL 


Traverse verticale Traverse horizontale 



Accélération tangentieile 
a, (m/s 2 ) 


SOLUTION: 

■ Phase 1 {mouvement rectiligne uniformément accéléré) : 
3=5, et ti=3 1 {/-f 0 )+u 0 . 

Posons : / 0 = 0 (origine des temps). 

Lorsque f-0,u=(î ; lorsque 2, o=0.06m/s. 

Donc : 0,06 = a-,. 2 => a, = 0,03 m/s*. 

a, = 0,03 m/s 2 ; «=0,03/; s=0,015R 

Cas particulier ; quand 2 s, 5^ - 0,06 m. 

■ Phase 2 (mouvement rectiligne uniforme) : a 2 (constante). 
$= u 0 {/- f c ) + s 0 s'écrit ici ; s=0,06 (f-2) + 0,06. 

Cas particulier : lorsque s = 1,2 m, ie mouvement change. 
Soit t 2 cet instant, on peut écrire : 

s { f 2 } - 0,06 (f ? - 2}+0,06 = 1,2 => f 2 =21 s 

3 2 = 0 ; u=0,06 m/s ; s=0,Û8(/-2) + 0,08. 

■ Phase 3 (mouvement rectiligne uniformément décéléré). 
a~a 3 <0 (constante). 

s= 0,5 a 3 (f- fj)* + v 0 (f- Z 2 ) + s e s’écrit ici : 

s=0,5 a 3 (f- 21) 2 +0,06 (7-21)+1,2 et i>=a 3 (/-21) +0,06. 

Lorsque f=f 3 , s=1,4etu=0: 

0=a 3 (/ 3 - 21)+0,06 => / 3 - 21 = - 0,06/a 3 ; report dans s. 

On trouve : / 3 = 27,7 s d’où a 3 ~~ 0,009 m/s 2 , 

a 3 = -0,009m/s 2 ; u = -0,009 /+ 0,249; 
s= - 0,004 5 (f-21) 2 + 0,06/+1,2. 



o 


2 


21 


27,7 r(s) 
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25 Translation 
circulaire 


25-1 Translation circulaire 

uniforme 

25« 11 Définition 

C'est une translation {chapitre 22) au cours de laquelle 
un point quelconque lié au solide décrit une trajectoire 
circulaire avec une vitesse de norme constante. 


25b 12 Propriétés 


■ Pour toute translation ü $t& o = 0. 

■ Pour un point particulier M: f»o 
lois du mouvement de M : 

6 — tüÿ . (f— f(j) + 0 o Où 


ff = iê (constante), 
or 


/ 0 = origine des temps 
@ c =origine des angles, 


0’=de/d/=% (constante). 

V"= tfd/6t 2 - œ (, = 0 (accélération angulaire nulle). 

■ Tous les pointe ont même vitesse à chaque instant 


TRANSLATION CIRCULAIRE UNIFORME 



A a A = 8 0 e = M 0 M - r (constante) ; <s>o (constante) 
V/WeS : VVsaï,,’ = et v-0'.r = (o D .r 
V/WeS:S^ = a w N et a N ^ff 2 .r = <o 0 2 . r 


25 ■ 2 Translation circulaire 
uniformément variée 

25b 21 Définition 

Fësî une translation (chapitre 22) au cours de laquelle un 

point quelconque lié ait solide, décrit une trajectoire circu¬ 
laire avec une accélération constante. 

25 b 22 Propriétés 

■ Pour toute translation r2s/sto=0 
(la vitesse angulaire du solide est nulle). 

■ Pour un point particulier M: 

8 = V2 . a'o (/- t c f + © 0 {f- f 0 ) + 0 O ; (c^= 0* o ), 

0‘ = d0/d/= (f- f e ) + ÉU 0 (ou 0 = w), 

e*=&Wt 2 =(à'i ] (constante). 

■ Tous les pointe ont même vitesse à chaque instant. 

REMARQUES : 

II conviait de bien distinguer : 

■ La vitesse angulaire du soiide (nulle) et celle a> 0 d'un point 
te! que M tournant autour de M (l . 

m L’accélération angulaire du soiide (nulle) et ceile du 
point M : âmiiQ^fo'o.r.î+a/.r.N. 

m La vitesse angulaire £2 s /&o =0 et la vitesse linéaire Viu/mo- 


TRANSLATION CIRCULAIRE UNIFORMEMENT VARIÉE 
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25 ■ 3 Études de translations 
circulaires 

Le croquis ci-contre schématise partiellement un bras manipu¬ 
lateur de fonderie. Le mouvement, d'amplitude 225° se déroute 
en trois phases : 

■ Phase 1 rotation uniformément accélérée sur 16° radj, 

■ Phase 2 rotation uniforme à 1 rad/s, 

■ Phase 3 rotation uniformément décéléré sur 30°. 

Écrire les équations du mouvement, tracer les diagrammes el 
préciser la vitesse de Gainsi que son accélération dans la confi¬ 
guration ci-contre sachant que OA =1 ,7 m. 

SOLUTION: 

L'étude se ramène à celle d'un point dont on connaît la trajec¬ 
toire, 4 par exemple. 

■ Phase 1 (mouvement uniformément accéléré) Q\ (constante) : 

Lorsque 7= 0 : f 0 =0, ro 0 =0, 0 O = 0 (conditions initiales). 
Lorsque 7= L| : %i)=0,5 6\ f 2 =jt /12 ; 0 ( f 1 ) = 8 ]./j = t 
Donc et tt/12 = 0,5 7j, 

d'où ^-0,524s et 0 Î = 1,91 rad/s 2 . 

0= 0,954 7 2 ; 0'-1,91 7; 0''= 1.91 peur 7e [0; 0,524], 

■ Phase 2 (mouvement uniforme) 8\ (constante) : 

0 - r» 0 {7- 7 0 ) + s'écrit ici : 0 = 1 (7-0,524} + tt/12 , 

Lorsque 8- 225° - 30° = 195° = 180° + 15 e = 13a/12. 7 = f 2 . 
Donc 13 ni 12 = i 2 -0,524+a:/12 ==» / 2 = 3.67 s. 

8- f-0,524 + k/12 ; 0‘=1 ; 0 “=Opour t e [0,524 ; 3,67]. 

■ Phase 3 (mouvement uniformément décétéré) 63 (constante) : 
8- 0,5 rué (7- 7p } 2 + Wq (t- 7 0 ) + 60 

et 0 '=û»i{(-f o ) + <»D s'écrivent: 

0= 0,5 63 (f-3,67) 2 -t 1 ( t - 3,67) +13 tt/12, 

et 0'= 0-$ (/-3,67) +1. 

Lorsque 7= t A : 

S‘=0 soit 0j=-1/(7-3,67), 

0=225°=5;r/4rad. 

Donc 5 tt /4=- 0,5 (7-0367) +(7- 0,367)+13 tt/12 => 7-4,71 s , 
0 = 0,477 (7- 0,367) 2 + 7- 0,367 f 13 tt/12 
8 = 0,955(7- 0,367} + 1 
0"=-0,955 rad/s 2 pour te (3,67:4,71]. 

Dans la configuration de ta figure : 8 = 30°, située dans la 
phase 2 . On peut calculer 7(^/6) = 1 s, la vitesse linéaire : 

I ^G.s/a. 0 1 = B 1 Wjiü |=1,7 x 1 = 1,7 m/s 
et l'accélération : 3 N =e‘r 2 =tJ m/s 2 . 



MANIPULATEUR DE FONDERIE 


de coulée 


Bac 

de refroidissement 


Trajectoire d u 
point G 


G6S/‘M 


S/MO 


0* = (O' (rad/s 2 ) 

n 


1,91 


O - 
-0,95 


0,52 



3, 67 4,71 

_ isi^ tS 


0' = eo (rad/s) 
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26 Rotation d'un solide 
autour d'un axe fixe 


26 b 1 Définition 

lift solide (S) est en rotation autour d‘un axe de (S 0 ) 
lorsque deux points distincts de (S) coïncident en per¬ 
manence avec deux points de Taxe de (S 0 ). 


26 a 2 Différen ts modes 

■ Rotation uniforme (§27.1). 

■ Rotation uniformément variée {§ 27.2). 

■ Rotation quelconque ou selon une loi distincte des deux 
modes précédents. 

26 «3 Caractérisation 
du mouvement 

• Tous tes points décrivent des trajectoires circulaires 
coaxiales avec l'axe de rotation. 

■ Tous (es points tournent du même angle au même instant ; 
on dit alors que: 

Dans un mouvement de rotation, tous les points liés à 
un solide ont même vitesse angulaire. 

■ La vitesse angulaire d'un solide {5) en rotation par rap¬ 
port à un autre sofide ($o) auquel on associe un repère 

(%) = ( 0. % yé. /o) peut être représentée par un vecteur 
-> 

Qsim~ de : 

-direction : celle de t’axe (0,2u) : 

- sms : celui défini par îa règle «du tire-bouchon» (ou des trois 
doigts); 

-valeur algébrique : <a sur Taxe de rotation. 

26»4 Relation entre vitesses 
linéaires et angulaires 

On sait que ^«$<*.0 = v.z .î (§21.53). 

cir 

Pour un mouvement circulaire : s= R.ô. 

Donc ds/d/- ft» ; d'où ; 


||V*=$/f*o||=l£»l*Æ 
avec co (rad/s),/?(m), || büTsauJI ( m / s 


SOUDÉ EN ROTATION AUTOUR D'UN AXE FIXE 

(ft'o) = (O, x 0 , y 0 , z 0 ) ^ 0 = * s 


i 




VITESSES LINÉAIRE ET ANGULAIRE 

4*0 
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26 ■ 5 Relation vectorielle 


entre V^ 6SM0 ^s/s o 

La définition de 7i<^ indiquée § 26,3 se trouve vérifiée par la 
reiation vectorielle : 




— Ai X 

Soil encore : 

V Â€SIUl 0 ~ (7* Msiii o) , 

’ où / e axe de rotation 


nota : 7T a (/, ü m o) se fit moment en A du pointeur (/, 71). 


26 «6 Torseur cinématique 

fl définit complètement !e mouvement circulaire du solide à un 
instant donné. 

■ Tous les points ont même vitesse angulaire : 
hs/ci'o - o). z est la somme de ce torseur ; 

■ Les points / situés sur i'axe ont une vitesse linéaire nulle : 
ii s'écrit en / : 


|%üo! = 

F —» ' 

Z 

—V 

™ Vlesi* 0 "“ 

lepu./l 

0 



■ La vitesse linéaire de tous Ses points de (S) s'en déduit ; 

tyeSÆRû =V)eShM + A! x /2s/s)0“x flshn 
(§761). 


26 ml Champ des vitesses 

D'après la relation § 26.4, puisque m a même valeur pour tous 
les points liés au solide, la vitesse linéaire II V Ae$h)li] Il varie 
linéairement avec fa distance R à l'axe de rotation (fig. 2). 

26 «8 Exemples 

■ Un solide (S) est en rotation autour de AB à la vitesse de 
300 tr/min. Calculer la vitesse linéaire de M situé à 50 mm de 
l'axe AB. 

Il W II = 300 x ^ x 50 ~ 1571 mm£ = 1,571 m/s. 

■ Un solide (6) est en rotation autour de i'axe (4). L'un de 
ses points N situé à 100 mm de (4 a une vitesse v = 3 m/s, 
Calculer celle de 6situé à 70 mm de (4). 

= (v.f N et vp = to.rp ; 
donc v P =v N . r N if P = 2,1 m/s 



Socle (S 0 ) 


(T) TORSEUR CINÉMATIQUE 

Axe de rotation 

--- - - - > 

(ou axe central de {Us/wq}) 

Plateau tournant (S) 


^s/.ko 

’Qs/^o 



(¥) EXEMPLE 



■ L'axe de rotation >46 de (S) est défini dans (& e ) par >4 (20,20,30), 
B{- 10,50,70). (S) tourne à 100 tr/min autour de AB. 

Etablir te torseur cinématique de (6)/(^ o)- 


(■:; 

| = io 

I 1 ) 

\ 40 J 

f 

4/ 


Donc |j AB || = VlÜ{- 3) 2 + (3 2 ) + 4 2 = 10 V34 


D'où T, = 


AB 


WabW 


-3/vl4 \ 
3/V34 
4/V34 / 


cû - 100 tr/min = 10,47 rad/s. 
Par conséquent: (% M0 } = 

avec r % déterminé ci-dessus. 


10.47 z, 
0 


* x, signe du produit vectoriel (a esl toléré avec réserves ; voir § 70.6} 
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27 Mouvements 
de rotation 
particuliers 


21ml Mouvement de rotation 
uniforme 


En un point / de l'axe de rotation (axe centrai) z, le torseur 
cinématique s’écrit : 



avec jQs/fito-too*? (constante) 


Lois du mouvement f (s), ©(rad/s), 0"(rad/s 2 ) 

(Angle balayé et accélération angulaire se déduisent de ©g) 

Vitesse angulaire (rad/s) 

û) u (ou 6 g) constante 

Angle balayé (rad) 

+ Ou 

Accélération angulaire (rad/s 2 ) 

ff (OU fet OU 4^0(541 a ■) m Q 

dr 


Tl m 2 Mouvement de rotation 
uniformément varié 


En un point /de i’axe de rotation (axe central) z, le torseur ciné- 
matique s'écrit : 




avec QsMQ~tà‘Z (variable) 


Lois du mouvement /(s), ©(rad/s), «"(rad/s 2 ) 

(Vitesse angulaire et angfe balayé se déduisent de e “ B ) 

Accélération angulaire 
(rad/S 2 ) 

1 gi I 

ë "n ou 4© ou d «gu w o constante 

1 df* 1 

Vitesse angulaire (rad/s) 

0 '»^ a)} 

Angle balayé (rad) 

e=i«Vi(r-ro) ? + 0ü(f-/o)*0o 

2 


27 «3 Exemple de calcul 

Une broche (te tour atteint la vitesse de 800 tr/min en 0,4 s, d’un 
mouvement uniformément accéléré. L'usinage s'effectue ensui¬ 
te à vitesse constante pendant tO s. Enfin l'arrêt se produit, 
en 0,3 s, d'un mouvement uniformément décéléré. 

On souhaite : 

■ ter les diagrammes de ce mouvement ; 

• écrire les lois des mouvements de chaque phase ; 

■ connaître les instants entre lesquels 90% au moins de la 
vitesse est atteinte. 



Ù) J 

®1- 

1 re phase 

2 e phase 

3 e phase 


i (rad/s) 

800 tr/min = 83,8 rad/s 



__ 

0 

0 3 - 

e 2 

e r 

0 

7i 

f a 1 .90% 



iô (rad) 

0,4 10,4 

i'z 10,7 

t( s) 

i e* 


i 

f{s) 



f (s) 


1” phase : t e (8 ; 0,4) 

0* , (=ù/=d©/df) =83,8/6,4 = 209 rad/s 2 
© (=0'=d0/df) = 209(f-O)+ 0=2091 
«>(80%) = 83,8 x D > 9 = 75 > 4 rat*/ 5 
Donc 75,4 = 209 fj =» fî «6,35 s 
e (J) =t/2.zfl9(r~0)*+o(f-o) + o =104,7 r* 
0|o 4) = 16,76 rad — 2,67 tr 


2* phase : 1 t= (0,4 ; 10,4) 

ù)i (= B\ constante) = 83,8 rad/s 
©’<= 0 ") =0 

= 63,8 (f- 0,4) + 16,76 

% 04t = 83,BX 10 +16,76 = 655 rad * 1361T 
3 e phase : ia (10,4; 10,7) 


0"M©/df=©') =-63,6/0,3 = -279fad/s 2 
«',„(=©) s - 279 {/-10,4) + 63,8 
0' (M%) = 75,4 rad/s (voir ci-dessus) 

Donc 75,4 = - 279 - 10,4) + 83,8 

D’Oùn =10,7 s 

0 p) =-1/2 (279) (f- 10,4)2 + 63,8 ff-10,4) + 855 

etm n = “ 139.® t 2 * 0.3 2 + 83,8 x 0,3 + 855 
0 f1O7) =279 rad =136tr 
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28 Mouvement 
plan sur plan 

28 m\ Définition 


Deux solides (S D ) el (S^ sont en mouvement plan sur 
plan lorsqu'un plan réel ou Mil de l'un reste constam¬ 
ment en contact avec un plan réel ou fictif de l'autre. 


CONSÉQUENCES 

■ L'étude se conduit dans tout plan parallèle à celui du mou¬ 
vement. 

■ On associe un repère de référence à l’un des solides {repère 
(ytg) lié à (Sq) par exemple) et l'on étudie le mouvement de 
(S-,} par rapport à {f* D }. 



28«2 Champ des vecteurs 
vitesses 

■ Tous les points d'un même solide ont même vilesse angu- 
laire J2 WSo ’ 

■ À un instant donné, les vitesses linéaires l^ eSt/So et 
^eSt/sô ^deux P oints A et B de (S^ sont généralement 
différentes en direction, sens et intensité. Toutefois, (St) semble 
tourner autour d'un point fixe / situé à l'intersection des perpen¬ 
diculaires en chaque point aux vecteurs vitesses linéaires. 

/ est le centre instantané de rotation (C.I .R. ) 


■ À l'instant considéré - correspondant â une image photo¬ 
graphique de l’objet (5, ) en mouvement plan - on peut utiliser 
les relations du mouvement circulaire (§ 26.5). 


^Sl/so ~ ^MeSl/So - Ml x T2 S1/S „ 


■ Le champ des vitesses est représentable par un torseur ciné¬ 
matique exprimé en /^quelconque ou au C.f.R. /: 


(^Sl/Sol 



S1 Sll$Q 

h __ 

^51/Sq 

M 

. VMzSÿSO . 

/ 

0 




■ Les relations entre moments d’un torseur (§ 74) permettent 
de retrouver tous ces résultats fondamentaux 


t X» 
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28 «3 Mouvements 
plan sur plan particuliers 

28» 31 Solide en rotation 
par rapport à un axe fixe 

{Voir également chapitre 26.) 

■ Un plan du solide {S), perpendiculaire à l'axe de rotation (0,/) 
reste constamment dans un plan fixe parallèle à(0, ?, ?) = (fit). 

■ En projection sur (0, x, y, !),tous les points décrivent des 
trajectoires circulaires de centre 0. 


m Au point 0, le torseur cinématique s'écrit : 




Kh/èA. 


Axe de rotation 


Pian fixe 


RÉPARTITION DES VITESSES POUR UN SOUDE 
EN ROTATION AUTOUR D'UN AXE FIXE 


(9t} = (0,x,y.I) 
Galet de renvoi 

y* 


ŒWPIE: 

(S) tourne autour de (0,1) dans le sens indiqué ci-contre, à 
300 tr/min. Alors, oo=-300.2 tt/ 60=-31,4 rad/s. 

■ La vitesse de tous les points s'en déduit ; par exemple : 

14e S/St -$A (O, £2s/m)-AO X,Qs/g>. *(§76.1) 
et par conséquent : | ) Va* si * ||=I co I. AO. 

Pour les autres points de (5), | cul est le même ; seule ta dis¬ 
tance AO varie. 

Dans un mouvement de rotation, la vitesse linéaire des 
points est proportionnelle à leur distance à l'axe de 
rotation, ils ont même vitesse angulaire. 


28» 32 Solide en translation 
quelconque dans un plan 

L'ensemble (S), ci-contre, garde une direction constante dans le 
repère ; il est donc en translation (chapitre 22) et sa vitesse 
angulaire n sm est nulle. 

En A, le torseur cinématique s’écrit : 


tfs/&}=\0 If/lsS/tf/et VBfàShR- Vfiesm 


Dans un mouvement de translation, tous les points ont 
la même vitesse linéaire et une vitesse angulaire 
nulle. 

’ x : signe du produit vectoriel {a est toléré avec réserves ; voir § 70.6). 



RÉPARTITION DES VITESSES POUR UN SOUDE 
EN TRANSLATION DANS UN PLAN 
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28» 4 Équiprojectivité des 
vitesses des points d'un solide 

■ Les vitesses d’un point d’un solide se déduisent de son 
torseur cinématique (§28.2); 

= ^ees/wt} e * 

V AeSW = V Bem + M x 

■ En multipliant scalairement chaque terme par A B : 

^eS/a = Vgçs/gt .AB 


li^eS/afl ,cos ">t~ U^besmII -eus 
Si A et B sont deux points distincts d'un solide, le pro¬ 
jection (algébrique) de la vitesse de A sur AB est égale 
à la projection (algébrique) de (a vitesse de B sur A B. 


mmt: 

En actionnant la gâchette 2 du sécateur électronique ci-contre, 
on met la vis t en rotation par rapport à ta poignée 0. 

Cela entraîne la translation de l’écrou 3 tpi, par l’intermédiaire de 
ta bieliette 4, actionne ta rotation de ta iame mobile 5 autour de 
l’axe C, fixe dans 0. 

Le schéma cinématique est représenté à l’instant où ie point D 
approche du point £ 

Connaissant la vitesse l^ e3/ Ô à cet instant, on détermine 

-■-■--* 

graphiquement V D ^ n : 

u t ' Aei/ Ù (connu) - V AeW (liaison pivot en 4). 

■ La projection de V A ^ ^ sur AB est égale à la projection de 

^8e4/o SUf À8 AH A — BHg 
(Attention aux sens et à l’angle droit.) 

■ v Bem = fyewo (liaison pivot en £). 

■ t'Ws/ô 851 perpendiculaire à CB. 

On en déduit alors t/ ee6/0 . 

■ Il 5/0 II = Il i'Ve 6/o II si CB= CB avec B sur CD. 

On connaît donc IVes/o 

■ Wo 651 perpendiculaire à CD 
Voeÿo est proportionnel à V B - em . 

En prolongeant fe tracé passant par C et l'extrémité de l^gs/o, 
m obtient l^es/ô • 


ÉQUIPROJECTIVITÉ DES VITESSES DE DEUX POINTS 
D'UN SOUDE 



Équi 

projectivité 

Mêmes 1 

projections 




Sur AB 



AA' = BB * 


r-«— 


SÉCATEUR ÉLECTRONIQUE 



SCHÉMA À UINSTANT t 

3 1 O 
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28» 5 Centre instantané 
de rotation (C.Ï.R.) 

28» 51 Définition du C.I.R. 


Dans tout mouvement pian sur pian de solides, il existe à 
un instant donné un point où la vitesse relative est nulle. 
Ce point se nomme «centre instantané de rotation». 


a Ce point est défini à un instant donné, il peut varier au cours 
du temps et du mouvement. 

■ Ce point est rejeté â l'intini dans 1e cas de la transiation. 

28»52 Détermination du C.I.R. (/) 

Les peints /et A appartenant a u même solid e (S), ii d oit y avoir 
équiprojectivité des vitesses Viesim et L/es/j* sur IA , 
(§28.4). 

Comme Vie si à t - P ■ cec i ne peut être vérifié que si IA est 
perpendiculaire à Vas sua ■ 

Le C.I.R. I se situe sur une perpendiculaire à chaque 
vecteur-vitesse. 


■ On peut déterminer ta vitesse d'autres points du solide, 
connaissant le C.I.R. 



BASES ET ROULANTES 



28 a 6 Base et roulante 

Au cours du temps, le C.î.R. se déplace généralement et décrit 
une trajectoire dans te solide de référence auquel on a attaché te 
repère (ut). ii décrit aussi une trajectoire dans te solide (S) en 
mouvement par rapport à (ut). 

La trajectoire du C.I.R. dans le repère de référence 
s'appelle la «base du mouvement». 

la trajectoire du C.I.R. dans le solide (5) mobile par 
rapport â (&) s'appelle «roulante du mouvement». 


a Base et roulantes sont tangentes au C.f.R. (/). 

b Tracer tes configurations successives d'un mécanisme sur 
feuille de calque, le référentiel étant dessous sur feuille quel¬ 
conque. Piquer à l’aide d'un compas : les trous de la feuille de 
calque appartiennent à la roulante et ceux du dessous à la base. 
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29 Mouvements 
relatifs 

29 ml Composition 
des vitesses angulaires 

Soit deux solides S, et S 2 : 

m S, tourne de 0, rad autour de ( O ; /J ), par rapport à S 0 ; 

■ S 2 tourne de 0 3 rad autour de ( Û , zo ), par rapport à . 

ii en résulte que S 2 tourne alors de 0 2 - + 0 3 rad autour rte 
(Q/o), par rapporté S c . 

Par dérivation sur la variable temps /, on obtient la relation entre 

les vitesses angulaires. Soit: 

jf2i/o =- e’i(r). zo - vitesse angulaire de S,/S c ; 

C2w = &' 2(0 . zo ■ vitesse angulaire de S 2 /S Q ; 
üïn - 0’3(/) ■ 2q vitesse angulaire de S 2 /S, 

( ïïÿ] se désigne «vitesse angulaire relative de S ;î /5,4 


£22/0 = iTi 2/i + £î i/o 


6 f 2 (t) Zq = ff%t)ZQ + <?i (f) ={0 I 3O) + {/)) Zq 

En généralisant ; 


£>2/0 = &W + Qvi +■•■+ iiiia 


EXEMPLE D'APPLICATION : 

Un train d'engrenage épicyctoldal se compose : 

■ d'un planétaire 1 de Z, = 28 dents, 

■ d’une roue 2 de Z 2 =24 dents, 

■ d'une roue 3 de Z 3 =34 dents, 

■ d'une couronne liée au bâti, de Z 0 =86 dents. 

Le porte-satellite 4 tourne, par rapport à 0, à la vitesse de 
750 tr/min. Le module vaut m =1,5 mm. 

Sur une figure à l'échelle semblable à celle ci-contre, déterminer 


a) la vitesse angulaire de 1 par rapport à 0 ; 

b) la vitesse angulaire de (2-3) par rapport à 4. 

(La connaisance de ces vitesses est utile pour le calcul des 
paliers.} 

■ Éléments de solution : 

Sur la figure en pian correspondant à la vue de droite, on peut 
tracer||i^|| = ©4/o -CW = 78,5 x 39.10" 3 = 3,06m/s. 
Le C.I.R y (2 . 3 j.. D permet d'en déduire || Ve e2 3 w||=5,2 m/s. 

D'où |[i32-arall-|© 2 -î/ol = lll42-3/o!l/fe-3K>6 =120rad/s. 
¥ -^ 

Cofnme I/j^é- 2 - 3/0 - Vb* i/o. il vient û) i/o - 2 380 tr/min. 


COMPOSITION DES VITESSES ANGULAIRES 



n 


© Qy Q 

© o 2/1 

© Q?JQ 


I/O 


a 


Z/1 


a 


m 


Q 2/0 — -^2/1 + ^1/0 


TRAIN D'ENGRENAGE ÉPICYCLOÏDAL 

<L ^ y 

1 



Vbg 2 3/o se dé duit de V Ae2 m /(2-31/G 

H £ 22 - 3 / 0 II - ^ ge 2 ~ 3 ft - = 120 rad/s «1145 tr/min 
IR 


|| 12 i/o H = ^ « 260 rad/s ** 2 480 tr/min 

OB 


m Q 2-3/4 - ^2 3/0 + fl 0/4 “ ^2 3/0 “ ^ 4/0 
a pour norme : IlII « 200 rad/s « 1 900 tr/min 


Q 


2 3/D 


-n 


A/n 


Q 


2-3/4 
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29 ml Composition 
des vitesses linéaires 

29b 21 Répères absolus et relatifs 

Lorsque la charge suspendue M se déplace à hauteur constan¬ 
te sous l'action conjuguée du mouvement du pont routant 1 et 
du chariot 2, sa trajectoire ne semble pas simple. Pourtant, 
elle résulte : 

a) du mouvement rectiligne selon de t ; 

b) du mouvement rectiligne selon ÿù de 2 

On appelle. 

Repère absolu (fit 0 ) : le repère fixe servant de référence. 
Repère relatif p/L, ) ; un repère mobile par rapport à (ui n ). 



29b 22 Vitesses absolue, relative, 
d'entraînement 

■ Vitesse absolue 14 ; c'est la vitesse du point M de 3 
dans son mouvement par rapport au repère fixe (ri c ). 

71= vül mo (que l'on peut noter 3 / 0 ) 

Elle est tangente à la trajectoire de M e 3 dans (fR u ) 

■ Vitesse relative V, : c'est la vitesse du point Me 3 dans 
son mouvement par rapport au repère relatif (K ,)■ 

V r = V f ^Z (que l'on peut noter I4* F 3 /i) 

Elle est tangente à la trajectoire de Me 3 dans (fit 1 ). 

■ Vitesse d'entraînement % : c'est la vitesse par rapport 
à (ft 0 ) d'urt point du repère mobile (a,) qui se trouve confon ¬ 
du avec Mà l’instant considéré. 

V e = Vum mo (<3 ue l'on peut noter V fc1/0 ) 

Cette vitesse ne dépend que du mouvement de (ut ,). 

■ Relation: 

V a = V r + V e 

-ÿ. —-”- *■ 

Viïr 3/0 = V«G 3/1 + Vftiel/0 


■ Généralisation. 


Vms 3/a -Vmg 3/1 + I 4 j<=iæ + VjHe2// +-■* Vftfe (70 

Si le treuil du chariot lève de plus Sa charge M, on obtient la 
relation ci-contre. 


COMPOSITION DES VITESSES (SANS LEVÉE) 



COMPOSITION DES VITESSES (AVEC LEVÉE) 
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29 ■ 23 Exemple 1 


COMMANDE PAR EXCENTRIQUE 


Soit une commande par excentrique, la came circulaire 1 de 
diamètre 62 mm tourne autour de ( 0,4 )à 100 tr/min. 81e est 
excentrée de ÛG- - 15 mm. Pour 6 - 45° (fig. ci-contre), 
déterminer graptîiquement la vitesse d'un point M de la tige 2. 

SOLUTION : 

Les pièces 1 et 2 sont en contact au point /. Ce point / réalise 
la «transmission cinématique du mouvement’'. Définissons 
tes vecteurs vitesses en / : 

4 ^ 0 . comme tous les points de 1, /el tourne autouf de 
{OXü) à 10Ctr/min; 

I! l/tei/o || = IGOx 2-^x £>/= 450 mm/s ( 01 , mesuré). 

_^ 60 

> 4 = 1/2 se situe dans le plan tangent ai contact, donc selon (l,'y 0 ). 
VitiJa, comme tous les points de 2, translate selon (/, >Q 

La composition des vitesses donne Vmiû .donc t-W/o ■ 

On trouve ||V'*^ 0 || = 120 mm/s. 

REMARQUE : 

■i» 

Faire attention au vecteur qui est somme des 

—--*■ - *- 

deux autres vecteurs l/»<= 2 /iet 


29.24 Exemple 2 

Soit une presse à décolleter. Dans la configuration ci-contre, 
la tige 2 du vérin sort du cylindre 1 à la vitesse de 23 cm/s. 

Déterminer graphiquement, la vitesse correspondante du 
poinçon 5. 

SOLUTION ; 

On connaît tes trajectoires de F et de C dans (4t 0 ) ; le C.I.R. 
/& s'en déduit aisément. 

La vitesse l/ ee3 / 0 est perpendiculaire à 1^ fi. 

On connaît || Vue 2/1 1 | = 23 cm/s =|) 3/1 II . 

La composition des vitesses permet d'écrire : 

>4e 3/0 = >4e3/1 + >4et/0 

On détermine alors les diverses vitesses puis |f % \| « S cm/s. 



Excentrique 


>4(62/0 — >4e2/o (translation 2/0) w 


/6 2/ü 


>46 2/0 ~ >462/1 + >4e= I/O 


>^61/0 

(connue) 


76 2/1 


PRESSE À DÉCOLLETER 
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29 «3 Composition 
des accélérations 

Considérons un bras manipulateur- Lorsque 0 est fixe et les 
Engins et a 2 variables, le point Aîa un mouvement complexe. 

Soit ($,) ={ O, x\ %t) un repère lié au maillon 1 ; 

Soit x?, H. £) un repère lié au maillon 2. 

29b 31 Étude dans le repère relatif 
Dans ce repère, Mne peut décrire qu'un arc de circonférence, de 
cwtreOT.de rayon f. 

Il est donc soumis à une accélération relative : 

Accélération relative a\ = 


Dans ce cas, les composantes intrinsèques donnent ; 

3jw/aîi = ~x? + /. d'i. y 2 

{voir §21.64). 

29 b 32 Étude du mouvement 
d'entraînement 

L'entraînement provient du repère {&,) =(0, x\, K K) 

Le point Afdeee repère, comme tous les autres qui lui sont liés, 
tourne autour de(0,5)à la vitesse angulaire a\. Le point Me 1 
engendre une accélération d'entraînement. 

Aceéîéraîfûf! d A entra?neineiit = âMcI/tf-O 


29b 33 Étude du mouvement absolu 

C'est celui par rapport au repère fixe (&„) = (0, xo, ÿo, d) ■ 

Accélération absolue 3^ - a Mf t R \ 

29» 34 Accélération de Corriolis 
(complémentaire) 

Elle se calcule à partir de âc=2 Q{nnm a) x VmMi* 


29 b 35 Relation 



BRAS MANiPULATEUR 



* I □ cinw v nlüol nntm ricnv hjertonrc ect ïn ctnnc nmrmal Hej rifivliiil upctnripl ffî.711 fil 
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30 Actions 
mutuelles 


30 «1 Action ponctuelle 

Si, ai point A un solide 1 exerce sur on solde 2 une force km , 
réciproquement le solide 2 exerce sur t une force Ai. C’est 

le principe des actions mutuelles 

Ces deux forces sont : 

■ colinéaires sur une droite passant par A, 

• de même intensité, 

■ de sens opposés. 

On dit qu'elles sont directement opposées et on écrit que : 
fait = -Am 

Vti/ï : force de point d'application Â 2 , exercée par ie solide t 
sur le solide 2 

Aw : force de point d'application A v exercée par ie solide 2 
sur le solide! 

On distingue : 

■ Les forces à distance entre deux corps : 

- Attraction terrestre ; toujours attractive, c'est-à-dire dirigées 
vers rextéfieur de ta matière (fig. 1}, 

- Électrostatique ou électromagnétique : attractives ou répulsives 
(fig. 1 ou 2). 

■ Les forces de contact : toujours répulsives, c'est-à-dire 
dirigées vers l'inférieur de la matière (fig. 3). 


30 «2 Action quelconque 


L'action mécanique d'un solide 1 sur un solide 2 est modéli¬ 
sable en A par un torseur A {Ayz), L'action du solide 2 sur 
le soiidel s'exprimeenApar letorseur A {/ii/ 2 L Le principe 
des actions mutuelles permet d'affirmer que les deux ten¬ 
seurs sont égaux et opposés (tig.4). 




Ce qui implique: 

■ deux résultantes directement opposées : 

-3p- 

Am = ~Azn 


u deux moments en A directement opposés : 

/#AV 2 12/1 


® ACTIONS À DISTANCE ATTRACTIVES 



0 ACTIONS À DISTANCE RÉPULSIVES 



® ACTIONS DE CONTACTS PONCTUELS 



♦ A 1/a Intérieur _ 

de ta matière 


@ ACTION DE CONTACTS SURFACIQUES 
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31 Principe fondamental de la statique 


31 «1 Principe de l'inertie 
Repère galiléen 

il existe au moins un repère privilégié (üt ÿ ). appelé repère 
galiléen*, dans lequel tout point A éloigné de tout autre corps, 
possède les propriétés suivantes : 

■ Si A est en mouvement, il est rectiligne uniforme : sa trajectoire 
est une droite et sa vitesse par rapport à est constante. 

■ Si /test immobile, il reste immobile dans (fR ff ) : {ses coor¬ 
données dans (%) sont constantes}. 

REMARQUE : 

Si le principe de l'inertie est valable dans un référentiel 
if l’est aussi dans tout référentiel en translation rectiligne uni¬ 
forme par rapport à {9t s }. 

31 ■ 2 Système matériel isolé : 

Un système matériel est un ensemble de points matériels qui 
constituent un corps ou un ensemble de plusieurs corps, ou une 
portion de corps. 

Isoler un système matériel c'est : 

■ considérer une partie d'un mécanisme; 

■ recenser toutes les actions mécaniques qui lui sont appliquées. 

Un système matériel isolé peut-être 

■ un solide indéformable : la tige 4 seule : (5 1 }=(4) ; 

■ un ensemble de solides : l'ensemble mobile est constitué 
de solides :{S 2 ) = {4,7,12,9}; 

■ une portion de solide : la partie (1) de la tige 4 ; 

■ un fluide (air comprimé) contenu dans la chambre du vérin ; 

■ un fluide et (es solides qui le contiennent : 

(S 3 ) = (vérin, air}. 


EXEMPLE D'ÉQUILIBRE DANS 



Pour un grand nombre de problèmes de mécanique, 
on prendra le repère terrestre comme repère galiléen 
avec une approximation suffisante. 


ENSEMBLE S 2 ISOLÉ 


A 



" v \\\\ | 1 — 

-----— 




<S 2 ) = (4, 7,12,9 | 


55W 

t 


PARTIE (I) DE SOUDE ISOLÉ 


G 



Partie (I) de 4 


Partie (U) 



Voir complément en dynamique §56.2. 
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31 «3 Actions extérieures 
Actions intérieures 

(S)-(t, 2} est isolé Les actions mécaniques sur (5) sont : 

■ Les actions exercées par les solides qui ^ap partien nent 
pas è (S) ou actions extérieures sur (S} notées: F,sis- 

(S) signifie « n'appartenant pas à (S) ». 

Actions à distance : poids : Pi , Pz- 
Actions de contact : A z/i , B m , C zn . 

m Les actions exercées par des solides appartenant à (S) sur 
des solides appartenait à (S) ou actions intérieures: 

Actions à distance : nulles, ici. Actions de contact : D m , %. 

REMARQUE : 

Pour toute action intérieure, l’action mutuelle directement oppo¬ 
sée apparaît: % = - Dy i (voir chapitre 30). 

La somme (tes actions inférieures est nulle car eiles s'éliminent 
deux à deux. De même, pour ieur moment en un point. 

Le torseur des actions intérieures est nul. 

31 «4 Principe fondamental 

Si un système matériel (S) isolé est ai équilibre par rapport à un 
repère galiléen {a g ), le torseur des actions mécaniques exté¬ 
rieures appliquées sur (S) est égal à un torseur nu!'. 


sis 


)-(») ; 


11 SIS 

i a sis 


= (fl} VA (te l’espace 


a (^s/s! se lit : torseur associé aux actions mécaniques exté¬ 
rieures des corps n'appartenant pas à (S) sur (S) exprimé au 
point de réduction A. 

D'où les deux théorèmes suivants : 


■ Théorème de ta résultante statique : 

Si (S) est en équilibre par rapport è un repère galiléen 
( 9 î e ), la résultante des actions mécaniques extérieures 
à ( 5 ) est nulle : = o’ (l). 

■ Théorème du moment statique: 

Si {$) est en équilibre par rapport à un repère galiléen 
{** A le moment résultant des actions mécaniques exté¬ 
rieures à (S) est nul : M n ~sis = 0 (U), VA de l’espace. 


ISOLEMENT DE (S) = [l, 2j 

(E, x, y) est un plan de symétrie (chapitre 8) 



1/3 


Contact 


plan 4-3 

eWm\ 


+ y 


£4/3 

E 


B 


'2/3 


a 


Kfr 


EM3 


i b 


2/3 


REMARQUE : 

Le principe fondamental s'applique aussi dans les cas suivants : 

■ { S ) est en translation rectiligne à vitesse constante / {& e ) ; 

■ {$) est en rotation uniforme autour d'un axe fixe / (%) 
passant par te centre de masse et d'inertie. 

* Attention : la réciproque n'est pas toujours vraie. ** Voir chapitres 40 et 4 1 . 


Notation: f {f 4 / 3 } se lit : torseur associé aux actions méca¬ 
niques dans ta liaison E de 4 sur 3 exprimé au point de 
réduction E. 


EXEMPLE D’APPLICATION 


■ 3 est en équilibre dans (f, *, y,z). Il est soumis aux 
actions mécaniques extérieures : 


aMi/sI = 


{C 2 / 3 } - 


^ 1/3 

: b{ B 2I3\ = 

. 0 . 

B 

[C 2 / 3 1 

; £{£ 4 / 3 } = 

l 0 J 



S 


Z/3 


f 4/3 ] 

^£4/3 J 


■ L'équilibre de 3/pfi e ) se traduit par : 

f{* 1/3} + ri^z/al + f{^ 2 / 3 } + f{£4/3} * {°î • 

■ Théorème de la résultante statique : 

A1/3 + ®2/8 + ^213 + £ 4/3 ~ 0 * W 

■ Théorème du moment statique en E : 

EA x Æ 1/3 + EC x C 2/3 + EB x fl 2 /3 + ( ^f 4/3 + ®) = 0 - (U) 


Ces équations vont se traduire soit : 

1 En projection dans un repère (%) par six ou trois équations 
d'équilibre*”. 

1 Par des conditions graphiques d'équilibre***. 


Voir chapitres 42,43,44, 
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32 Adhérence 
Frottement 

Les lois sur le frottement découlent de l'expérimentation de 
Colomb et Morin. Ort exerce sur in parallélépipède 1 de poids P , 
enEfpi plan horizontal sur 2, une force F situéedans le plan de 
symétrie géométrique de 1. En un point particulier 4 le torseur de 
liaison 1 -2 peut s’écrire sous la tome d’un glisseur (§9.7). 

Â {An i)= K' 1 ) ; (Dans OX K?) A (A 2n )= (V? o) 
a' U t /pü U J 

32 ■ 1 Constatations 

■ 1" cas :1 est en équilibre (fi* 3) 

A?/ï + P + F]-0 

est inciiné d'un angle a par rapport à la normale au 
plan de contact 1 - 2 , du côté opposé à la tendance au déplace¬ 
ment de 1 par rapport à 2. 

REMARQUE; 

Si Fi augmente, l'angle d'inclinaison ade Am augmente. 

m T cas : 1 est à la limite du glissement (équilibre 

strict); Â^ + P+F 2 4 

hi\ est incliné d'un angle cp „ (angle d'adhérence) ; 

<p G est la limite supérieure d'inclinaison de Âm par rapport à ta 
normale au plan de contact 1 -2 ; _ 


ISOLEMENT DE 1 


tan tp g = fj j ; (acteur d'adhérence 


3 e cas : 1 n'est plus en équilibre statique (mouvement 
par rapport à 2} ; Am + P+fi^O 
A/îest incliné d'un angle ç >(angle de frottement) <p reste 
constant lorsque Fs augmente encore. 

ç>est légèrement inférieur (t <p Q , mais dans de très nombreux cas 
pratiques, on pose <p=(pQ. 



A 

sVT 

-—P- 

F, 


n 

G ‘ 

h 

t 



P 1 

A 


fi f - 


I c ^ 

G K 


p t 


SJ 


1 EST EN MOUVEMENT 

VF 


«n f 


lo 
G : 


P 



1 EST À L'ÉQUILIBRE STRICT 

<Po 
A/i 




a- tp 


tan ç * pi : fadeur de frmtefliefrt * 

P 1 F 

LOIS DE COULOMB 

ç 0 et ç dépendent : 

ç D et tp sont indépendants : 

■ de la nature des surfaces de contact (matériaux) ; 

■ de la pression de contact ; 

m de la rugosité des surfaces de contact ; 

■ de la terme des surfaces de contact ; 

■ de l'état des surfaces de contact (sèches, lubrifiées). 

■ de l'aire des surfaces de contact ; 
m de la vitesse de glissement. 

Ces constatations sont approchées. En réalité ç> 0 et <p croissent avec la pression de contact ; avarie avec ta vitesse {régime 

hydrodynamique) ; <p varie avec la température (embrayages, freins). 


On dit souvent rnipreptement : (coefficient de frottement. 
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32 ■ 2 Conditions d ' équilibre 


Le solide 1 étant isolé : 

An i = -£d// 2 /i et d i\m -d Wz/i+d Tw 1 
ta _ 

42/1= #2/1+72/1 


^ 2/1 : résultante des forces élémentaires d/,de 2 sur 1. 

NiJ\ : résultante des forces normales d ^(perpendiculaires à jtf. 
7^1 : résultante des forces fangentielles d hn {dans le plan n). 
Le facteur de frottement n est défini à la limite du glissement par : 


tan <p = n 


avec 


P£ü 

IM 


FORCE NORMALE ettangentielle 


Solide 1 






CÔNE DE FROTTEMENT - INT ERPRETATION DES RÉSULTATS 


Le cône de frottement est défini par : 

■ son somme! : au point d'application de la résultante des 
actions de contact ou au peint de contact ; 

■ son axe [A, n) normal au plan tangent n. du côté de îa ma¬ 
tière du système isolé ; 

■ son demi-angle au sommet : égal à <p. 


n* 

i 









7/ 



J-k 

jtl_ 

__ _ 




\ - 



Direction de la 


r cas : si des équations d'équilibre on déduit que : 

■ An -, est dans le cône (a<<p); 
m llglhll/^ll.tano; 

■ Am est incliné à gauche (par exemple) dans (P). 

Alors : il y a adhérence et fendante au déplacement vers 
la druite. 


Direction de la 


T cas : si des équations d'équilibre on déduit que : 

-^ 

■ Am est sur le cône (a =■ <p). 

» gll=!|AMUan <f>: 
m Am est incliné à gauche (par exemple) dans (P) 

Alors : il y a équilibre strict et tendance au déplacement vers ta 
droite. 


3 e cas : si des équations d’équilibre on déduit que : 

■ Âm est hors du cône («><?), ce qui est impossible 

■ Âm est incli né à gauche (par exemple) dans (P). 

Alors : l'équilibre est Impossible, il y a glissement vers la 
droite et est sur le cône. 


Plan contenant a 
(D) et n 


Direction de 


Ae 1/2 


AS 1/2 


Plan contenant 

(D) et n 


(D) et n 


remarque : freins, courroies...). Sinon, selon les cas : 

If est impossible de négliger le frottement lorsqu'il est lié aux néces- ■ <p= 0 ; fi = 0 ; Tm = 0 . L’action A m est normale au plan 

sites fonctionnelles du système (arc-boutement d'un serre-joint, tangent à la surface de contact!-2. Son support est {A, n). 
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32 ■ 3 VALEURS DU FACTEUR DE FROTTEMENT (J* 


32. 31 MATÉRIAUX EN CONTACT 

Désignation des matériaux 

Lubrification ■ Température - Pression 


Acier / Foule 

Surlaces sèches 


g,i§ 

Acier / Bronze 

Surfaces grasses 


0,16 


Surlaces graissées 


0,10 

Fonte / Bronze 

Surfaces sèches 


0,21 

Fonte / Fonte 

Surfaces grasses 


0,15 


Surfaces bien graissées 


0,05 - 0,10 

Acier trempé / Bronze 

Graissage moyen 


0,10 


Graissage sous pression 


0,05 

Acier trempé / Acier trempé 

Graissage moyen 


0,10 


Graissage abondant 


0,07 


Graissage sous pression 


0,05 


Faible pression de contact et bain d'huile 


0,04 

Garniture amiantée pour freins d'automobile / Fonte 

Sèches - Température max 140 e C 


0,35 - 0,40 


Pression de contact 0,2 à 0,6 MPa 



Garniture métallique frittée / Acier 

Sèches - Température max 300 e 0 


0,10-03 


Pression de contact 0,2 à 1 MPa 



Coussinet fritté (tonie + acier) / Acier 

Lubrifiées à l'huile 


0*01 


Lubrifiées à la graisse 


0,05 

Caoutchouc / Fonte 

Surface polie 


0,20 

Matières plastiques (toutes natures) 

Surfaces lubrifiées 

0,02*0,06 

Polyamide 6; 6-6 ; 6-10 / Acier 

Surfaces sèches 


0,30 • 0,42 

Polyamide 11 / Acier 

Surfaces sèches 


0,32 - 0,36 

Polycarbonate / Acier 

Surfaces sèches 


0,52-0,58 

Polyéthylène - téréplifalale / Acier 

Surfaces sèches 


0,24 -0,ZB 

Polystyrène / Acier 

Surfaces sèches 


0,35-0,5 

Polytétrafluoroéthylène / Acier 

Surfaces sèches 


0,22 

Pneus / route goudronnée 

Route sèche 


0,60-0,70 


Route mouillée 


0,35-0,60 


Route verglacée 


0,10 

32 ■ 32 TAPIS ROULANTS - CHAÎNES DE MANUTENTION : VALEURS DE jJ ** 

Chaîne / produit transporté 

Lubrification 

Chaîne 

Chaîne 



standard 

à friction 

Chaîne / Acier 

À sec 

0,15-0,25 

0,60*0,70 


lubrifié 

0,10 - 0,15 


Chaîne / Verre 

À sec 

0,15-0,20 

0,50 - 0,60 


lubrifié 

0,10 - 0,11 


Chaîne / Aluminium, bois, papier 


0,10 - 0,25" 0,35 

0,60 - 0,70 

Chaîne / Résine acétai, polyamide 


0,15 - 0,5*5 

0,60-0,70 ; 

32» 33 PALIERS LISSES - PALIERS À ROULEMENTS : VALEURS DE /i 

Paliers à roulement 

Toute lubrification 


0,0015 à 0,0050 

Paliers lisses 

Graissage onctueux 


0,01 à 0,1 

Papiers lisses 

Film discontinu 


0,01 à 0.04 

Paliers fisses 

Régime hydrodynamique 


a,ocn à o,oe 


* Par (Sais (te strfæe et [sessions de contact moyens ” D'après catalogue constructeur. 
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32» 4 Application 

32» 41 Détermination d'une action 
de contact avec frottement 

Dans le mécanisme de commande de soupape (üq. 1 ) (voir pré¬ 
sentation complète au §37.2), le culbuteui{4,5} supporte en F 
de la part de la soupape 6 une force Fsmjsi Cette force est dûe 
à l'effort des ressorts de rappel 7 et 8, dirigée selon l'axe de la 
soupape, d'irsiensilé l!%,ei/6|| = 1034 N. Le contact 5/B est 
ponctue! avec frottement tel que fan ç~ n = 0,15. 

Déterminer les composantes de Feia. dans le repère local 
{F, k y,z) tors de l'ouverture de la soupape, (rotation du cul¬ 
buteur dans le sens trigonométrique) à la limite du glissement 
(équilibre slricl). 

SOLUTION : 

b Isoler (4-51 : voir l'isolement complet au § 37.2, 

Fsns.ti est une action extérieure. 

a Le contact {4-5} /B est-il ponctuel ? 

Oui : le sommet du cône est en F, (sinon, if faut le placer au 
centre de la laison, ou au point où le torseur est réductible 
à un gltsseur). 

a Tracer le plan tangent re commun à G et 5 en F. 
a Tracer t'axe du cône normal à ir(fig. 2). 

a Construire les génératrices du cône, du côté de fa 

matière du système {4-5} isolé. 

La tangente du demi-angle au sommet <p du cône est : 
tanç)=/i= ^(fîg.3). 

a Rechercher le sens du déplacement de {4-5i par 
rapport à 6 (fig. 4). 

Quand (4-5} tourne dans le senstr igonométrique. le point F lié 
à 5 se déplace vers ta droite. Fm. si peut se trouver dans la zone 
hachurée. 

a L'équilibre est-il strict ? 

Oui . _%<«♦ si est sur Se cône, inclinée vers ia gauche (sinon 
F m , y est dans le demi-cône hachuré). 

a Rechercher les composantes de fe/(4^s) dans(F x, y, 1) 
y „ an çJ 1 0.15 


1034 


%i5,41 || 

|| 76/{5.4! || = 0,15xi 034 = 155N; Fym 


||f 6y!M! j) =Vl55 2 + 1034 2 =1045 N 



(T) COMMANDE DE SOUPAPES 



Sens d'ouverture de soupape 


(T) TRACER LE PLAN TANGENT K 

D 


Axe du cône 


(normal au plan k) 



\ Plan jt tangent 
à 6 et {5 - 4} 
en F 


(?) TRACER LES GÉNÉRATRICES 




tan (j> = —— 

Y FH 


ex. : 


HK 


0,15 = 

50 

HK- 0,15 X 50 



( 4 ) DÉTERMINER LA ZONE POSSIBLE 

y ^ 

D 


Zone possible 
pour F m+S) 


Rotation 
de ( 4,51 /6 



Glissement 
de 14,51/6 
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32*42 Tapis roulant incliné 

Un lapis foulant en chioroprène 2, incliné d'un angle a -10°, 
déplace à vitesse constante des pièces 1 de forme parallélépi¬ 
pédique de 200 x 1(30 x 100 mm, de poids || P|| = 152 N. 
Le facteur de frottement acier/chloroprène est : y =0,3. 

1° Calculer les composantes de ia résultante des actions de 
contact Am dans & 0 {O, xc, yô. S). Représenter cette action 
er A point où le torseur associé aux actions de contact de 2/1 

est réductible à un glisseur: A {Am)^ ) 

x' 0 

2° Vérifier graphiquement que l'entrainement des pièces se fait 
sans glissement 1 / 2 . 

3° Calculer l'angle maximal d'inclinaison du tapis pour avoir un 
entraînement à la limite du glissement {équilibre strict). 


SOLUTION : 

1° Calculer les composantes de A Z /i dans mï D ( fl, jri, yô, zd) 
■ Isoler le solide 1 : Il est en équilibre. 

{translation à vitesse constante) par rapport au repère galiléen 
(o. -^o, ÿô, zo). 


■ Faire te bilan des actions extérieures : 

Actions à distance {Terre/ 1 >- {£ . 


Action de contact : liaison appui-plan 1/2. En A, le torseur de 


liaison est réductible à un gtisseur: A {A m ) = j g |. 

■ Écrire le théorème de l'équilibre statique : 

1 est en équilibre sous l'action de deux glisseurs directement 
ogposés (voir chapitre42). ^ 

P + A^it-O ; ^2/1 =_ P ■ 

Le point A est à la verticale de G. 


m Projeter /ki i dans St (B, x, y, z) lié au solide 1 : 

7x2/1 =11 Aî/i ||. sin a.x ; A/x 2 /t =11 Am II. cos a.y 
ÎX 2/1 = 152xsin 10° ; ï/i2/i=26,4N 

Han = 152 x cos 10 ° ; %2/i=149,7N 


2° Vérifier le non-glissement de 1/2 

Âyi est dans le cône de frottement construit en A*. On 
constate que ia condition a < y?est vérifiée, if y a adhérence. 

3 e Calculer l'angle limite d'inclinaison 

À l'équilibre strict, Am est sur le cône a=<p. 

Donc : tan a~ tan <p ; tan a = 0,3 ; a= 16,69°. 

* Voir méthode de construction d'un cône, page précédente. 



MANUTENTION PAR TAPÎS ROULANT 

Tapis roulant 2 


iHa (O, x 0 , y 0 , Zq ) est lié à O. 


Moteur 


d'entraînement 


Support fixe O 


ISOLEMENT DE 1 
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33 Résistance 
au pivotement 

Un solide 1 pivote par rapport à 12, 4} s'il est en rotation 
autour d'un axe fixe { O, ?). L'axe( 0, z) est généralement : 

■ perpendiculaire au plan de contact 1/2 (frottement axial si le 
facteur de frottement p #0} (fig. 1 et 2) ; 

■ confondu avec l'axe du cylindre de liaison 1/4 {frottement 
radial, si ^t^O) (fig. 2). 

Chaque point de contact appartenant à 1 se déplace par rapport à 
{2,4}. Les forces tangentielles te au frottement de 1/{2,4) s'op¬ 
posent à la rotation et provoquent uæ résistance au pivotent. 


(T) PIVOTEMENT DË 1/2 



33-1 


FROTTEMENT AXIAL 


Si lest soumis de la part de 3 à ^ 4 3/1 }= ( 

--> -* jA 

■ 43/i : résultante axiale selon [0,z). 
m &Azn : moment axial selon (0,1). 

. Zf \ l (3 non représenté). 

$ k 3/1 J 


( flz n 

1 est soumis de la part de 2 à {Û 2/1 J = { — » 

e^em 

- Ru \= - 4 3/1 : résultante des actions de 

Rzn=~Z A ,z ; effort normal au plan 2 - 1 
■ M s zti ~ -M a s/l : moment en 0 des actions 
M B î n =-N A .z* : moment normal au plan 2 

i- 

contact 2/1. 

: Nzn. 

de contact de 2/1. 

-1. 


( 2 ) EXEMPLE DE RÉALISATION 



33-2 


FROTTEMENT' RADIAL 


Si 1 est soumis à des efforts de la pari de 4 situés dans le plan de symétrie 
{A,i,y )de la liaison 4-1, pian perpendiculaire à Taxe de rotation (4,z ). 


Les actions de contact 4/1 se réduisent à une résultante dont : 

■ te point d’application est le contact théorique A 'W' 

m le support est sur le cône rie frottement d’axe et de 
demi-angle au sommet <p (tan <pxp) ; 

la génératrice retenue est cette qui est inclinée «en arrière» de la nor¬ 
male [Â\ h ) par rapport au sen s du mouvement ; 

■ le module est !|4 Vi||= Vil WilNIf ËTill* ' 


( 3 ) EXEMPLE ç 

opposée au ___ 
déplacement 1/4 _ 

1 / 



n : plan 
tangent 4/1 


rayon 
✓ f = R singj 
Sens de 
rotation de 1/4 


REMARQUE : 

Dans le triangle A‘AH, rectangle en H, on peut écrire : 

sin tpx-fl-— ,AH=R. sinç»; 4tf= Cte. 
A'A R 


Le support de A 4 / 1 , quel que soit le point d'application 4 ’sur le 
cercle de rayon R, est tangent au cercle de centre A et de rayon 
r = fl,sin<R 


Voir expression de t<l A en (onction de R./is u § 12.2 (liaison pivot réelle). 
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33» 3 Application 

Un chariot motorisé est composé d’un sous-ensemhle 
(1) = {1,2, 3), de deux roues motrices 4, et deux roues 
porteuses 5. 

HYPOTHÈSES : 

• Toutes les actions mécaniques sont ramenées dans Se pian 
de symétrie {O, x, y). 

■ Les liaisons (1)*4 et (1}-5 sont des liaisons pivot avec 
frottement. 

tu = tan <P] = 0,1 ; diamètre axe : 0 20. 

■ Les liaisons 0-4 et 0-5 sont ponctuelles avec frottement 

/i 2 - tan ip2 - 0,2. 

ON DEMANDE : 

T D'isoler la roue 5 et de vérifier que la roue tourne (méthode 
grjptiique). 

2° D'isoler la roue 4 et de calculer le couple moteur maxi, à la 
limite du glissement en A (Négliger la résistance au pivotement 
en fi) On donne : Y h = 1 QGO N, B = 50 mm. 

SCUITIÛN : 

Question 1 : Isoler la roue 5. 

I 6 Recenser les actions mécaniques : 

* %5 est tangent au cercle de rayon r ,. 
f] = VJsin <p (§33.2) ; ^ = 10x0,1 = 1 
Tracer le cercle de rayon 1 mm. 

■ C 0/ 5 est incliné vers la gauche (opposé au glissement 
éventuel). Construire le cône de frottement. 

2 ° Appliquer fe P.F.S. : 

5 est soumis à deux giisseurs et C 0/5 directement opposés. 
Tracer leur support passant par C et tangent au cercle de 
rayon ; r T . 

3° Vérifier que le support est dans le cône. Si oui, alors non- 
glissement en C, 

Question 2 ; Isoler la roue motrice 4. 

1° Recenser les actions mécaniques : 

■ j4 &/ 4 : sur Se cône, inclinée à droite. 

■ ®3/4 : inclinée, passant par B. 

u C m couple moteur dirigé selon ((?,/). 

2 ° Ecrire fe t héorème d u moment statique en B : 

^(^ 0 / 4 ) + ^ 0 ^ 3 / 4 ) + C m = 0 

O + Cfj, — 0 

1000 x 0,2 x 0,05 +C^ = 0=>C m = -10N.m. 


CHARIOT MOTORISÉ 

Charge 




Tendance au glissement 5/0 (roue bloquée) 


ROUE MOTRICE 4 ISOLÉE 



(patinage) 
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34 Résistance au basculement 






Le basculement a lieu lorsque le solide 1 pivote autour de { C. z) 
sans glisser par rapport à 2* (fig. 1). 

Modélisons l'action de contact de 2/1 par un glisseur appliqué 

eriié: 

MÉTHODE; 

1 ° Le système est soumis à faction de trois glisseurs concourants. 
Construire le point /, intersection de F et P. 

2° Se placer à l’équilibre strict et construire A V \ passant 
par /. incliné d'un angîe <p opposé au déplacement. 

3” Interpréter les résultats : 


Position 
d© A 2/1 


(T) CONDITION GRAPHIQUE 


En écrivant te ttiéoréme du moment statique au point C ; ^ 

-\\F\\.c-m.d+\\P\u( -0; ü JMÆzEh£ 


2 IM! 

Comme ||WI!=I1PII et i|P||=imi=il/V||^ 

Ona: -j-fi.c;d >0 =* C<-^- 0‘S- 2 )- 


Basculement 
de 1/2 autour 
de(C,z) 


A à droite de C 


(impossible) 


Tendance au 
basculement 
de 1/2 


® SOUDE SUR PLAN INCLINÉ 


Glissement 
de 


CONDITION GRAPHIQUE DE 

NON-BASCULEMENT 

1 er Cas : »lan v ** 

^ ■ Glissement 1/2 

IIPII 

► 

A est à gauche de &dans la 
surface decontadZ-T 

W m Non-basculement 1/2 

î e Cas: ^<tan v 1 

■ Non-glissement 1/2 

IIP II 

m 

A est â droite de C, hors de te 
surface de contact 2 *1 (fig. 1). 

W m Basculement 1/2 


CONDITION ANALYTIQUE DE 
NON-BASCULEMENT 

1*'Cas; 

e<—^ >lan v ** 
tu ,|p y 

L ■ Glissement 1/2 

W m Non-basculement 1/2 

2 e Cas: 

c *> — ; < ta fitp"* 

2/i ||p || 

^ m Non-glissemenM/2 

W ■ Basculement 1/2 

— *■ 

c : hauteur tffappitealion de ta force f (mm} 

/ : longueur du conlact entre 1 et 2 (mm) 


MÉTHODE POUR DEUX GLISSEURS : (fig.3) 

1" Prolonger ta force connue P jusqu'à (ir) : point A. 

2° Construire le cône A, axe perpendiculaire à (tt} 

3 e Si P est dans le cône ; non-giissement 1/2. 

Si £est hors de ta surface de liaison : basculement. 

4 e Si P est hors du cône : glissement 1/2. 

Si /lest dans la surface de liaison : non basculement. 

* Voir autre application en dynamique § 568 ** tan <p*u : facteur de frottement. 


I.Siffcip : adhérence de 1/Z. 

Z. Si « > <p : glissement de 1/2. 

f 

■ limite du timidement de 1/2 : tan a - —- 

ri 

m Condition de non-lasculemenl : > tan a 

n 
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ag>JP 


® Non glisseme nt 
non-basculement 


<2) Glissement 
non-basculement 


CD Non-gîissemertl 
basculement 


| a i~< y 


[«3 < <P 


m P dans te cGne de frottement. 

P+Am = * 

m A dans la surface de contact 0-1 . 


m P hors du cône de frottement 
p+A^ïi. 

■ A dans la surface de contact 0-1. 


■ P dans le cflne de frottement. 

P + 4 0/1 = O 

■ A hors de la surface de contact 0-1* 


APPLICATTOH : 


DISPOSITIF DE POUSSÉE 


Lors d'une phase de manutention, la pièce 1. de poids 
P - - 100 y (en N), est poussée par un vérin 2. 

HYPOTHÈSES : 

■ le plan (0, 7, yj est un plan de symétrie 

* 2-1 : liaison sphère-plan (ou ponctuelle) sans frottement 

■ 01 : liaison appui-plan avec frottèrent = 0,2). 

OH DEMANDE: 

1 D De vérifier ta condition de non-basculement 1/0 
2 e De déterminer, à l'équilibre strict, l’effort de poussée 
® 2/1 


otrunac: 


r Isoler la pièce 1. 

1 est soumise à l'action de irais glisseurs : P . A m , . La 

condition de non glissement est : 



30 < 


70 

2 x 0,2 


30 <175 


Non basculement. 


2° Déterminer fi 2 /i : voif fi Qore. 



sens du 


déplacé^ ont 


éventuel 


2 (Embout de vérin) 


C — 70 



Échelle 
des forces : 

10 mm a 50 N 

[[ 62/1 II “ 20 N 


^Û/1 
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35 Résistance au roulement 


Le cylindre 1 soumis àune force F horizontale, reste 01 équilibre 
Les actions de contact de 2/1 s'opposent à la rotation de 1, et 
provoquent une résistance au roulement (fig 1). 

ACTIONS DE CONTACT : 

Le contact linéaire s'est transformé en contact surfacique, les 
actions de contact sont modélisables (fig.2). 

En >4 par un torseur : En / par un güsseur : 

A 

_ _ _ avec ||f||=|fP||.tancr 

= N * 7 ei ',!?||-|fT||;!iP|H|ï||;l|f||=||î||.tana 

! Bm I : résultante des actions de 2/1 (N). 
a : angle d'inclinaison de la résultante / à la normale 

avec Ikril-Allivll 

||Æ r ||: moment tangentiel de résistance au roulement {N .mm). 
R : rayon du cylindre (mm). 

Il fïl : force horizontale exercée sur ie cylindre (N). 

8 : coefficient de résistance au roulement {mm}. 


(?) ISOLEMENT DE 1 




35-1 


CONDITIONS D ÉQUILIBRE 


1 er cas : nDn-gJïssementetrtûn-miïBment- 


■ /fcn dans le eflne de frottement : a < <p ; F ^ F ü 
avec : F g Force correspondant à la limite du glissement : 

■ ô < S nm avec ë\ m - AV : coefficient limite de résistance au 
roulement (mm) (voir 3 e cas). 

2 e cas : glissement sans roulement. 


■ fl m sur le cône de frottement, incliné d‘un angle & tel que : a = W; 

■ Condition de glissement J > F G , 

— 

F G force limite avant l'apparition du glissement. 

M Condition de non-roulement : ô < S Um (AF= ô m ). 

3 e cas : roulement sans glissement 

■ fl zn est dans le cône de frottement : a p < <P ; 

-> HP- 

m Condition de roulement : F > Fr et ô% im * 

F fi lorce limite avant l’apparition du roulement. 



et tan a fl « 





+ 


Fq 


Al'=8 lim 



Fr 

~ ^lim 


Discussion: ■ Si Fq', | < Fr || : le mouvement débute par y e glissement sans roulement 

■ Si * 11 Fr || < || F$ [[ : le mouvement débute par un roulement sans glissement- 

i-»n.ï |p 

■ Si f] Fr H = [ | FQ || : le mouvement débute par un Feulement et un glissement (rare). 


Pour des raisons de dadé, la déformation n’est pas représentée. 
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35 ■ 2 Méthode de recherche 

La force [| P j|, la force de tirage II F II sont déterminées par 
l’étude de l'équilibre statique d'un galet, le rayon R de la rare, 
les matériaux en contact sont connus. Pour vérifier que le galet 
roule sans glisser, on peut suivre les étapes suivantes ; 



35 «3 Exemple de calcul 

Un monoraif 1 supporte une charge de 10 kN également répar¬ 
tie sur les deux galets 3 et 4 en acier, lis roulait sur un profité 2 
en acier. Leur rayon est R= 100 mm. Le coefficient de roulement 
acier sur acier est ë : = 4 x 10 “ * m. Calculer l'effort horizontal 
F™ nécessaire pour déplacer le monorail. 


Hypothèses 

- Le poids des galets est négligé. 

- Le facteur de frottement en C et O est négligé. 

- Le système présente un plan de symétrie vertical. 


Isoler le galet 3 

Ü esl en équilibre sous l'action de deux gîisseurs directement 


opposés^ r 

d'où : An 3 -i- Ci /3 = ü (%3 et C\n sont inclinés d'un anglea). 
Ona: tan a= — ; tan ; tan «=0,004. 


R 


100 x10 


En projection dans $ (C, x, y, /} , on peut écrire : 


£ ’ _ Il Finiiji .^ > ~y . (j'où tan a =; 
_ 2^ 2 || F|| 

l|Fnwll = ||P|| - tan « ï 

|| fZ II = 10 000 x 0,004 ; Il || =40 H. 


VALEURS DU COEFFICIENT DE RÉSISTANCE 
AU ROULEMENT : 5 Um 


Matières en contact 

ZS„ ffl {en m) 

Fonte sur scier 

SxlO -4 

Acier sur acier 

4> «M 

Roue de wagon/rail sec 

5 v W- , à10“ 3 

Fonte sur bitume 

8x10-3 

Fonte sur sol an ciment 

15 x HD 3 

Acier sur soi en ciment 

15x18-3 

Houe métal liqu e/ci meut 

2x1B'3 

Caoutchouc sur bitume 

3à15 x IC“3 

Houe d'auto mob il e/b il u me 

3x18-3 




Point théorique d'application de 


GALET 3 ISOLÉ 


Roulement de 3/2 
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36 Arc-boutement 


Soit le serre-joint ci-contre. Il y a arc-boutement de 2 par 
rapport à 1 si, quelle que soit l'intensité de la force C 5/ « qui 
tend à déplacer 2 , ce dernier reste immobile par rapport à 1 
grâce au seul phénomène de l'adhérence. 

PREMIER EXEMPLE: 

Dans le serre-joint ci-contre, on donne || tj. = im<p 

en A et B. Déterminer la condition de non-glissement de 2/1. 

HYPOTHÈSES : 

• Jeu important entre 1 et 2. Solides indéformables, contacts 
ponctuels en A et B. 

m Liaison appui-plan 5-4. Torsecr réductible à un glisseur 
horizonta! en C {patin 4 monté sur rotule). Poids de 2 négligé. 


SOLUTION: 

1° Isoler ('ensemble (2,3,4) à l'équilibre strict (fig. 2) ; 
2° Recenser les actions mécaniques extérieures (fig. 3) ; 
3“ Écrire le principe fondamental de fa statique : 


A 



+L 6, «_) 

A X #1/2 J 


+ f 

A MC x C5/4. 



■ Théorème de la résultante statique : 

4 -j /2 + #1/2 + C5/4 ~ 0 (I) 

sur + O) 

sur (ay):|l^(|-[[Â/el| =0. (2) 


■ Théorème du moment statique en A : 

0 + AB x B y2 “P AC x C5/4 = 0 * (II) 
||Q| (H+ h/2) - 4N b U ~ l|Wel|./= 0 (3) 
de (2) on tire: 11^1 =l|A/ e | = ||/V|| 

(1) devient : - 2 M |N || + \\C m \\ = 0, || Q - 2 M |«| (21, 


de (3) m tire: 1C 5 /J = 
(2) = (3‘) : 24N\\ = 


H+hi 2 
H+hi 2 


(31 


À l’équilibre strict : |H = €/(2m) j - 

Condition de glissement : ||C 5/ J > 2^j|Wj| 
e+ti\\M-h 


H+h/2 


>24Nh H<m») 


u Condition d'arc-boutement : 


(T) SERRE JOINT 




La liaison rotule 43 entraîne une répartition sensiblement uniforme des actions de contact 5 - { 2 , 3,41 
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DEUXIÈME EXEMPLE : 


SOLUTION: 


Le dispositif anti-déraparë ci-dessous* est composé de six bras tirés 
radiaiementde façon concentrique par un mécanisme contenu dans 
le boîtier central 9. Lorsque îe bras 3, par exempte, passe à la 
verticale, le pneu s'écrase, le bras coulisse dans une rainure de 
guidage du boîtier 9 et ta force de serrage s'annuife. Le dis¬ 
positif donc centré et équilibré au cours de la rotation 
delà roue. 

On donne :h= 140, tan ç>=0,4 en fiet Cde3 sur 9. 
Rechercher graphiquement la condition de non arc-boutement 
entre 3 et 9 et trouver la valeur de ^donnant ta position limite 
par rapport à {0 , x) de la force de Am du crampon 6 sur 3. 

Hypothèses : 

■ Le poids des bras et des crampons est négligeable devant 
la force de serrage II T|| = 220 N 

■ Il existe un plan de symétrie ( 0 . x. y) dans le plan médian des 
bras pour les efforts et ta géométrie. 

■ Sous l'action de la force Âm le bras remonte, bascule, et vient 
en contact ponctuel en fi et Csur 9. 


I e Isoler 3 à l'équilibre strict. 

T Recenser les actions mécaniques extérieures 




;{ Cm } - 


(w ] _ 

0 r 


c 


;{ Aî /3 }“ 


'Eli 


V!' 0 


-IIMcos <P 0 
0 °'(mi 

-liy sin (p 0 
+ IjCOS (p 0 
0 O'tw) 

1 ® '(x K?) 


3 Écrire le principe fomtamental de la statique 

e {S9/3} + e {C9/3> +0^6/3} = {0>. 


4° Résoudre graphiquement 

Le systèmeest en équilibre sous l’action de trois glisseurs coplanaires** : 

■ $1 = 0 les trois résultantes sont concourantes en / 

■ s = G ^ le dynamique est fermé. 

Les constructions sont expliquées ci -dessous. 

On trouve que si /,< 175, il y a glissement de 3 sur 9. 


DISPOSITIF ANTI-DÉRAPANT (POUR NEIGE) 



MÉfflODE DE CONSTRUCTION ET DE RECHERCHE 

1 “ Prolonger les supports connus (Cg/V 85 / 3 ) jusqu'à leur point de 

douceurs /. Hachurer les zones dans lesquelles peuvent se trouver 
Cm el ffg/g pour régu (libre, 

T Tracer une verticale pussent pur /. Si : 

■ Le support de Âm est à gauche de / : arc-h ornement. 

■ Le support de Æg/a est à droite de / ; l'equiliBre de 3 est impos¬ 
sible, Il y a glissement de 9 sur 3. 


ÉQUILIBRE DE 3 ISOLÉ 



A m effort de l'axe de fixation du crampon 6 
sur le bras 3 


* Brevet déposé par l'un (te auteurs de l'ouvrage. 


** Voir théorème chapitre 42, 


















































ÎQ2 


37 Principales étapes d'un problème 
de statique 


37 ml Méthode générale 



* Équations diflérenles de 0 = 0 
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37 m2 Exemple d’application 

Un mécanisme de commande de quatre soupapes d'un même 
cylindre de moteur à explosion comprend {îig. 1) : 

■ 2 linguets d'admission 10 , 2 linguets d'échappement 2 , 

■ 2 tiges de culbuteurs 3, 

■ 2 culbuteurs d'échappement 4, 

■ 4 poussoirs hydrauliques à rotule 12, permettant l'articu¬ 
lation des linguets et le rattrapage automatique des jeux de dila¬ 
tation de la commande. 



1 rt ÉTAPE : cerner l’objectif 

Connaissant l'effort exercé par la soupape 6 sur 5 ÜF^ Il -1045N. 
calculer l'effort A m dans le but de vérifier ta condition de non- 
matage en A (fig. 2). 



COMMANDE DE SOUPAPES 

4 


Soupapes 


d admission 

11 


Soupapes 

d'échappement 

6 


Piston 


Biefie 


■ Analyser le fonctionnement 
Caractériser les mobilités 

L’arbre à cames 1 est entraîné par le vilebrequin à l'aide d'une 
courroie crantée. Les cames d'admission agissent directement sur 
les soupapes d’admission 11 par l’intermédiaire des linguets 10. 
Ixs cames d'échappement actionnent les soupapes B de même 
rom, par l'intermédiaire des linguets 2 (fig. 1 et 2), des tiges 3, 
des culbuteurs 4, articulés autour d'un axe solidaire de la 
culasse 0. 

Les soupapes 6 sont guidées dans des bagues de bronze. 
Elles sont appiiquées contre 5 par deux ressorts 7 et 8. 

■ Poser les hypothèses simplificatrices 

Les liaisons pivot d'axe (F, F) et rotules (de centres B, C, D) 
sont parfaites (sans jeu, sans frottement). Le centre B de la rotule 
du poussoir hydraulique est considéré comme fixe par rapport 
à la culasse D. Le contact entre 5 et 6 est avec frottement, tel 
que : tan <p = p. = 0,15. 

Les poids propres des pièces sont négligés devant l'intensité 
des actions mécaniques aux liaisons. 

Il existe un plan de symétrie pour la géométrie et les actions 
mécaniques. 

2 e ÉTAPE : tracer le graphe des liaisons 

Au préalable (méthode développée au chapitre 5), 

■ définir les classes d'équivalence (groupe de pièces sans 
mouvement relatif entre elles), 

■ rechercher et identifier les liaisons entre ces classes. 



© COMMANDE DE SOUPAPES D'ÉCHAPPEMENT 

1 


7-8 


par rapport à 0 
Effort connu (§ 32.41) 


6/4.5 


1-155 
1 034 


< F * 2 » y?, ) 


© GRAPHE DE LIAISON 



Hi_ 0 : pivot 
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■ Représenter le schéma cinématique 

Le mécanisme présente un plan rte symétie pour la géométrie 
et les actions mécaniques. Nous optons pour le schéma plan 
représenté figure 4. 


3 e ÉTAPE : isoler le(s) système(s) 

■ Système soumis à deux résultantes 

3 est en équilibre sous l'action de deux résultantes direc¬ 
tement opposées* : C 2 /3 et _ 5/3 , portées par la droite DC. 
leur intensité reste inconnue. 


■ Système soumis à trois résultantes 

Isoler le culbuteur 14.5} : 

■ Écrire les torseurs transmissibles aux liaisons dans ie 
repère galtléen (fc x , y, 7) lié â ia culasse 0 : 

\h 0 ] 

Liaison rotule 3 - {4,5} : D {%4 5 } = 0 0- 

' D U oj 


{Le support de Ü 3/2 5 est selon DC : voir l'isolement précédent.) 

X E 0] 


Liaison pivot 0 - (4,5) : 


f l f o/4, 5 ! 



{Le mécanisme possède un plan de symétrie {£, x, y)) 
Liaison sphèiB-plan 6 - {4,5) : 

— 1045 sin {a + <p) 0 
f {F ^4 5 ) — 1 045 cos {or T <p) 0 

fl 0 0. 


■ Écrire les torseurs associés aux actions à distance : 
Aucun (poids négligés, pas d'actions électromagnétiques). 


4 e ÉTAPE : calculer l'ordre d'hyperstaticité de {4, 5) 

■ Nombre d'inconnues : n s = 3 ; X D , X E , Y E 
» Nombre d'équations : n = 3 (problème plan). 

■ h ~ 3 - 3 ; /t = 0. Problème résolvable. 


( 4 ) SCHÉMA CINÉMATIQUE PLAN 

4-5 D 



(?) ISOLEMENT DE LA BiELLETTE 3 

I O ^*4/3 ^2/3 


Support de D m et C selon DC 



Sens du déplacement de {4, 5} /6 


(?) ISOLEMENT DE {4. 5} 

D 


Axe de 3 

Normale au plan 


tangent à 6/5 


23 e = a 


Guide élémentaire pour interpréter les résultats 

Tout résultat doit être analysé et iugé : 

■ L’action de contact est-elle dirigée vers la matière ? Oui. 
Sinon : erreur ou modifier la nature de la liaison (cas 1). 

■ Le lïnguet supporte une force II 4 1/? |[ » 1900 N sur 
un contact ponctuel. 

Ce contact résiste-t-il au matage ? 

Calculer ia pression de matage par la formule de Hertz 
(voir §47.23). 


Casl 



Force dirigée vers l’extérieur de 
fa matière du système isolé : 
impossible i 


Possibilité de modification 
pour certains mécanismes 



Remplacer le contact ponctuel 
par une liaison pivot. 
{Reconception) 


Voir iLéorème chapitre 42. 
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5 e ÉTAPE : écrire le principe fondamental de la statique 

■ Le système 14,5) est en équilibre, 

■ Rechercher le point où il y a le plus d'inconnues. 

(Le changement de point de réduction des torseurs y est 
simple}. Ici : £ 

■ Écrire que la somme des torseurs d'actions mécaniques 
extérieures sur 14,5} au point £ est égale à un torseur nul : 

+ £^|G/ 4 , 5 } + E lf|fi/ 4 , 5 ^ ~ 10} (voir§31.5). 

6 e ÉTAPE : choisir une méthode de résolution 

■ Le système (4,5! est en équilibre sous l'action de trois 
glisseurs. C'est un problème simple. 

■ Les hypothèses simplificatrices sont nombreuses : 

facteur de frottement et jeu négligés en £ et D. Effets dyna¬ 
miques négligés... 

■ les fichiers CAO. D.A.O. définissant la géométrie des 
prèces, fa nature des liaisons, les efforts appliqués n'existent pas. 

■ Dans ce cas, privilégier la rapidité et la simplicité : la 
méthode graphique convient. 

7 e ÉTAPE : résoudre par la méthode graphique 

■ Le théorème de la résultante statique s'écrit : 

+ £ em, 5 + F m 5 = 0 o dynamique fermé. 

■ Le théorème du moment statique s'écrit: 

__ÿi ,--* ■> 

f ( £ 3 / 4 . 5 ) + MM f {F 1 0 / 4 , 5 ) “ 0 » trois résul¬ 
tantes concourantes en / 

6 e ÉTAPE : isoler le linguet 2 

■ Le linguet est soumis à faction de trois résultantes parallèles. 
C 3/2 est connue par l’isolement précédent. 

La méthode graphique du dynamique et du funiculaire 
s'applique On trouve IU 1 / 2 1| = 1 900 N (voir § 44.2). 

9 e ÉTAPE : interpréter les résultats 


(?) RÉSOLUTION GRAPHIQUE DE L'ÉQUILIBRE 
DE {4,5} 



(s) ÉQUILIBRE DU LINGUET 2 



Guide élémentaire pour interpréter les résultats 

■ L'action garantit-elle le non-glissement s'il est recherché ? 

Oui. Sinon : erreur ou modifier ta nature de ta tiaison. 

Cas Z : force hors du cfine de frottement : impossible ! 

■ L’action est-elfe compatible avec La position de La surface 
de liaison ? Oui, sinon : erreur ce modifier la surface. 

Cas 3 : forte hors de la surface d’appui : impossible (basculement). 

■ Le matage est-il évité ? Oui, sinon : erreur ou grandir 
l’étendue de la surface de liaison. 

Passer d’un contact ponctuel à un contact linéaire ou surfacique. 
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38 Ordonnancement 
des isolements 


Une suspension arrière de moto est représentée sur la figure 1. 
À l'arrêt, l'effort de ia roue 1 sur 2 est D y2 = 2000/ (en N). 
Tous les efforts sont famenés dans le plan de symétrie 
(0,x,y). 

On demande de trouver tordre des isolements afin de 

déterminer les actions mécaniques aux articulations A, B, C, 
en utilisant le graphe de liaison. 

1° Reporter sur le graphe de liaison {fig. 2) le nombre d’in¬ 
connues statiques (n s ). 

2° Isoler le système le plus global (S) reliant le solide sur 
lequel s’exerce la force connue aux .actions recherchées 
(5) =12,31 fl s = 2 + 2 = 4 {tig. 2 }. 

Nombre d’équations : n = 3 (problème plan} 

/? = 4-3 = 1. Résolution impossible. 

3 8 Rechercher d’autres isolements. 

{S ? ) = {2} n s = 4; (5 3 ) = {3) n s = 4. 

Aucun isolement ne permet de résoudre à lui seul un équilibre 
(fig. 2 ). 

4° Isoler le(s) systèmefs) de deux glisseurs (S 3 ) = (3} 
n s - 4 ; deux glisseurs directement opposés => support selon 
A B (fig. 3). En A et B, il reste une inconnue (la norme). 
Reporter cette donnée sur le graphe (fig. 4). 

5° Isoler !e(s) systc-me(s) de trois glisseurs sur lequel 
s’exerce la force connue. (S 2 ) = { 2 } n s = 3, n = 3 . 
Résolution possible (fig, 4). 

KpOe Trois glisseurs concourants. 

R = Û » Dynamique fermé. 

Il Il = 3 400 N Ic^ll = 2000N. 

6 " Isoler à nouveau 3. B ?ri est connue (actions mutuelles). 

On trouve — — fi 2/3 J II ^ 0/3 II = 3 400 N 
Le problème de statique est résolu. 


@ SUSPE.4SION ARRIÈRE DE MOTO 


3 Amortisseur O Cadre 




(J) ISOLEMENT DE 2 


■10 mm 4 1000 N 
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Il est important de connaître les caractéristiques d'une méthode 
pour faire un choix judicieux. 

39*1 Méthode analytique 

Elle permet de résoudre des équilibres de systèmes : 

■ Soumis à des torseurs quelconques dans l'espace 
(exemple I : poutre encastrée) 

■ Soumis à des glisseurs non coplanaires 
(exemple 2 : arbre de boîte de vitesses ; chapitre 41) 

b Soumis à des résultantes dans le plan et des moments non 
nuis (exemple 3 : montage automatisé ; chapitre 40). 

■ Occupant plusieurs positions dans le plan ou l'espace 
(robots) nécessitent un paramétrage des actions. 
Les calculs sont parfois complexes et lents, mais précis. 

39»2 Méthode graphique 

Elle permet de résoudre les équilibres de systèmes : 

■ Soumis à des glisseurs coplanaires : contacts ponctuels 
dont les normales sont dans un même plan (voir chapitre 37 
commande de soupapes). 

■ Soumis à des actions de contacts concourantes en un 
même point (exemple 4 : commande de godet ; § 42.2). 

b Soumis à des torsaurs dont les invariants scalaires sont nuis 
= s. =....=0). Ils sont donc réductibles à des 
résultantes aux points appartenant aux axes centraux (exemple 5). 
Cette méthode nécessite : 

b des tracés soignés, aux instruments, à partir de plans précis, 
a des hypothèses simplificatrices justifiant la précision 
moyenne, mais rapide, de la méthode. 


MÉTHODE ANALYTIQUE (EXEMPLES) 




Conseil pour la résolution 


Pour résoudre un problème, ne pas hésiter à utiliser conjointe¬ 
ment les méthodes analytiques et graphiques, en choisissant 
à chaque stade celle qui est la mieux adaptée. 


39 «3 Méthode informatique 

Elle permet de résoudre des équilibres de systèmes : 
b soumis à des torseurs quelconques, complexes 

composés de nombreux solides (exemple 6 : charpentes métal¬ 
liques, systèmes triangulés), 

■ hyperslatiques (exemple 7 : poutre sur trois appuis), 
b occupant différentes positions dans l'espace (presses. .). 

Cette méthode nécessite la création de fichiers dessins 

mémorisants les données numériques de la géométrie des 
solides (démarche D.A.O.’- CAO*"). 

• Lorsque les fichiers dessins existent, les calculs sont 

rapides et précis —— 

* D.ft.0. : dessin assisté par ordinateur. ” U AU : conception assistée par ordinateur 


MÉTHODE INFORMATIQUE (EXEMPLES) 



1 f; 
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40 Résolution analytique dans le plan 


Un problème est considéré comme plan si la branche 2, 
par exemple, est en équilibre dans le repère Hl g {B, x y) sous 
l'action d'actions mécaniques dont les résultantes sont dans 
le plan de symétrie ( P ) et les moments éventuels 
perpendiculaires à (P). 

Le principe fondamental de la statique appliqué à 2 s'écrit : 

bWü2 ) = ÎCi C !r _°n § 315 )- 

"b ~ u 

La méthode de résolution analytique consiste à : 

■ projeter fl etÆgdansfitj^fi, 7,y, 7): 

fi =0 • En projection sur (B, jr ) : X* 0 {1) 

• En projection sur (B, y) : Y = 0 (2) 

= 0 • Par rapport à (fl, 7) : N E =Q (3) 

■ résoudre le système de 3 équations à 3 inconnues, 

EXEMPLE CE CALCUL 1: 

L'arrache moyeu sert è désolidariser la bague 6 montée à la presse 
sur l'arbre 7 

À l'aide de l'écrou 4, l'utilisateur règle l'écartement des branches 2 
en fonction du diamètre de la pièce 6. Lorsqu'il tourne la vis 1 en 
appui sur l'extrémité de l'arbre 7, l'écrou à chape 3 remonte et 
entraîne les deux branches 2 et la bague 6. 

HYPOTHÈSES: 

■ Poids des pièces négligé devant les efforts aux liaisons. 

■ Contacts ponctuels parfaits entre 2-4 en A 2-6 en C. 

■ Frottement négligé en A B, C. 

» Il existe deux plans de symétrie • {D, x, y ), {D, 7, y ) 

On donne - 10 000 y. Calculer C 6/ j, B^ 2 . A^ 
dans la position A (extrémités Cet C‘ rapprochées). 

SOLUTION : 

1° Isoler t'arrache moyeu (S) = {1,2,3,4,5} : 

■ Recenser les actions mécaniques sur (5). 


Liaison 7-1 
SpPièreiîïanjfl.F) 

U&teûn 8-2 
Sphère-pian (C, F) 

Liaison G-2 
Sphère-pian {€', Y) 

o(%)=| 
0 1 

r c g 

10 CDD 0 
’ G 0. 

d c uù~ 

c 

CO 
ÏC 0 

0 0. 


C’< C S/2> = 
F 

0 c 

A ® 

, 0 tj 



■ Rechercher les symétries : leplan (D, y ,7 ) est un plan 
de symétrie d'où Y c = Y' c . 

■ Écrire le théorème de la résultante statique 1(0, y): 

2^+ 10000 = 0 ; d*0ù Y c = -5 000N. 


PROBLÈME PLAN : BRANCHE 2 
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2° Isoler une branche 2: 

■ Recenser les actions mécaniques sur 2, 
(dans B, x, y , z). 


Uatam 

Sphèreiîïan(C t 7) 

Liaison 4-2 

Sphère-plan (AÏ) 

Liaison S-2 
Pivot (S.?) 

SS ^ 

1 

a n 1 
-S0G0 0 
. fl II. 

A 

Usinai" o 
-ll/Qlsin®* 0 > 

0 0 

1^5/21 = 
ê 

x s 1,1 

y b «• 

l B oj 


m Rechercher les symétries et simplifier tes torse urs : 

Le plan {B, x, y) est un plan de symétrie ; le torseur 1 
se simplifie : Z B ~B,i e = M b = B (voir chapitre 8). 

'X B 0) 

%n)= y b o • 
b U oJ 

a Rechercher l'ordre d'hyperstatisme : 

Nombre d'inconnues : n s - 3(II^ 4/2 I, X B , Y B ) 

Nombre d'équations : n - 3 (problème plan) 
h = 3 - 3 ; problème isostatique donc résolvabfe 

a Écrire le principe fondamental de la statique : 

Jp{^6/2 } + fi{^4/2) + b{B 5/2 i = {0} ■ 

Le point B est choisi comme point de réduction car c'est 
en B qu'il y a re plus d'inconnues. 



a Écrire le théorème de la résultante statique : 

^ 6/2 + ^ 4/2 + ® 5/2 = 0 (0 

0- l%||cos50°+/ fl =0 (1) 

-5000-11^2 II sin 50°+ Y e =0 (2} 


b Écrire le théorème du moment statique : 

BC X Cg/2 ^ &4f2 + 0= 0 


/ 2°\ i 

f O 1 

1 12) 

| i 

- Il A An ||.cos50 e \ 

-100 x 

-5000 

+ 37 

x 

' 

-IM 4/2 II. sin 50° 

\ 0 / > 

r 0 i 

I \o; 


i 0 / 



-10 5 -lM 4/ 2lî.sin50°x2+11^4/2Il.œs50°x37=0 (3) 

, i a 5 j 

De (3) on tire: ~ 4490N 


(1) devient : --4 494 x cos50 c + X B - 0 : X ff =2890 îl 

(2) devient ; - 5000 - 4494xsin 50 n + Y e « 8 440 N 

Calculer || B& Il = Vx| + K|: 

||fi^ Il = V288B.7 2 + 8 442,6 2 ; Il « 8 920 N. 
* x est le signe du produit vectoriel. 



Notations : B { C 6/2 } se lit : torseur associé aux actions mécaniques 
de 6 sur 2 de fa liaison C, exprimé au point de réduction B. 

Changement du point de réduction d'un torseur 


M- 


(cas général) 


c'Xfcei 2 

Relation fondamentale (voir chapitre 76). 

^e/2 

e^cm + BC x C 6/2 

Ici : Xfcm = 0 (liaison sphère-plan parfaite), il suffit de calculer 
BC x C§i 2 ‘ 


fi t ^6/2 ï 


I 20 t 

1 0 1 


-100 x 

-5 000 

— 

\ 0 / T" 

I -0 

— 

20 

0 

— 

-100'"^- 

-5 000 



BC x Ce/ 2 '■ 


0 

0 

-20x5000 


De même : 



2 1 


f- ||71 4 / 2 1|. cos50 e 1 

BA x A 4/2 * 

37 

X 

- Il Aÿ 2 II ■ sin 50° 


0 , 


! 0 J 


f 

BA X ^ 4/2 

1 


0 __ 

Il A w 1, sin 50° x 2 + 1 A m II. cos 50° x 37 / 
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41 Résolution analytique dans l'espace 


Un problème est considéré comme spatial si le sciide 1, par 
exempte, est en équilibre dans le repère St S (A 7, y, i } sous 

l'action de résultantes non coplanaires et de moments 
quelconques. 

Le théorème fondamental de la statique appliquée à 1 s'écrit : 


d^ï/il = 10t f t?- ' _ ü station §31.5). 

™ a ? n “• U 


La méthode de résoiuftofi analytique consiste à : 


■ Projeter fl et Æ* dans », : (fl, x, y, à } : 



• en projection sur (A, x ) : X =0 

m 

fl t/i - 0 

• en projection sur (fl, y): Y =0 

(2) 


■ en projection sur {fl, 2) : Z =0 

(3) 


• en projection sur (fl, x ): L Â =0 

(4) 


- * 

m en projection sur (4, y ) : M# =0 

(5) 


* en projection sut [A, Z): N A =0 

(6) 

• Résoudre le système de 6 équations à 6 inconnues. 


41 * 1 Calcul d'un arbre secondaire 

Une boîte de vitesses d'automobile au « point mort « est 
représentée ci-dessous. Le couple moteur s'exerce sur l'arbre 
d'entrée 3. Il est transmis à l'arbre intermédiaire 1 par te 
pignon F 3 en prise avec F,. L'arbre 1 entraîne en permanence 



les pignons 4,5,6 en liaison pivot avec l'arbre 7. L'utilisateur peut 
déplacer, à l'aide des fourchettes 12 ou 13, tes bagues 10 ou 11. Ces 
bagues, en liaison glissière avec 7 grâce à des cannelures, peuvent 
être liées en rotation aux pignons 4,5, ou 6 par les crabots** C 3 , C*. 
ou C 6 selon le rapport de vitesse choisi par l'utilisateur. 



7 Arbre de sortie 


BOITE DE VITESSES *** 


3 A rbre d'e ntrée 

8 


1 Arbre intermédiaire 


Jeu pour dilatation * 


(évite les contraintes 
axiales parasites 
sur les rouiements) 


* Vci r chapitre 69, Contrai ntes thermiques. * * Crabots : fines dentures, 


*** D'après document SKF. 
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41 «2 Exemple de calcul 

La figure 1 représente le schéma cinématique de la boîte de 
vitesses de la page précédente, lorsque 5 est solidaire de 
l’arbre de sertie 7 (pour des raisons de clarté, les pignons 6 et 4 
ne sont pas représentés). L’étude porte sur cette situation. 

HYPOTHÈSES 

■ Les efforts de 4 et 6 sur 1 sont négligeables. 

■ Les poids propres des éléments sort négligeables. 

■ Les liaisons sont sans frottement. 

■ Les engrenages sont à denture hélicoïdale* (tig. 2) L’angle 
d’inclinaison des hélices de 1 est fi = 20° dans le même sens. 
L’angle de pression esta ~ 20°. 

■ L'angle de rotulage” de 1/Z en A et 1/2 en fine dépasse pas 
4 à 5' (fig. 3). Le roulement 9 supporte l'effort axial. La liaison 1-2 
en fi est une liaison rotule. 1-2 en A est une liaison sphère- 
cylindre (jeu axial > 0). 

■ Les liaisons 3-1 et 5-1 sont des liaisons sphère-plan. 

On donne : le îorseur associé aux actions mécaniques de 3/1 
- 1565 0 ' 

clCyil- 1 * 1665 0 (enN), 
cl 4 300 0 j(7.y7) 

On demande de déterminer les torseurs associés aux actions 
mécaniques de 2/t et 5/1 

a\^tj il ï el®2/il 

SOLUTION : 

Isoler l'arbre intermédiaire 1 : 

■ Recenser tes actions mécaniques exercées sur 1 : 


Hature de ta liaison 

Teneur transmissible*** 

3-1 liaison sphère-plan : 

Centre C, normale (C, n,) 

eICwt- 

c 

- 1 565 0 
- 1 665 D 

4 3DQ 0 

21 liaison sphèît ceindre : 
centre Â. axe : (4, JJ 

- 

A 

D B 

r* « 

Za 0 


5-1 liaison sphère-plan : 
centre D. normale [D, ï\ t ) 

0 !M = 

D 

x B a 
r D o 

Z B 0 


2-1 liaison rotule : centre 8 

9 

fjf* n’ 

E* B 

\z t 0 . 



(T) SCHÉMA CINÉMATIQUE 



Angle d'inclinaison d’hélice 


Pignon P, 



3 ) ANGLE DE ROTULAGE ** 

Axe de la B.l. avant l’application des charges 


Axe de la B.l. après 


application des 
charges 

Angle de 


rotulage 





Bague 


extérieure 

(BE.) 


Bague 


intérieure 

(B.l) 


I <*ffmax = 4 àS'~) 


Centre de 
rotulage 


Valeurs des etlorts sur une dent § 412. ** Voir définition § 197. 

■■ s r» (taitp Ai rstail. les efforts induits par ies roulements coniques ne sont pas pris en compte. 
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■ Rechercher une relation entre les composantes de fl s/1 * 

Exprimer X D , fyen fonction de Z D (par exempte) : 

Xn 

Dans le triangle £LW;tan2Q° -; X D ~ - Z D . tan 20°. 

Z D 

Y 

Dans )etriangle DEH: tan 20° = - -ê~ ;Y D =- Il/?||. tan 20° 

llûll (1) 

Dans le triangle DJH\ cos20°=- ■ ||D'A = —— (2) 

|| D'|| 1 COS2CT 


En reportant (2) dans ( 1 ) : Y 0 - {Z D f cos 20°). tan 20° 


d'où: q{D 5/1 }- 


- Z 0 . tan 20 ° 0 

Zo (tan 20 °/cos 20 °) 0 
Z D 0 


■ Calculer l'ordre d'hyperstatisme 

Nombre d'inconnues statiques de liaisons : n s = 6. 

(fy, Z A , Z Dl X B , Y b , Z b ) ; h = n s - 6 (problèmespatial). 
h = 6 - 6 = 0 ; (problème isoslatique soluble). 

■ Appliquer le principe fondamental de fa statique 

xMz/ll + ^Ka/)} + a{®5I 11 + >5{^2/1 ï “ {0} 
Problème spatial et isostatique Méthode analytique. 

■ Écrire le théorème de la résultante statique 

-1 565 + 0 - Z D . tan 20" + Xg = O (1) 
-1 665 + Y a - Z D (tan 20°/cos 20°) + Y B = 0 (2) 
+ 4 300 + Z £ + Zq + Zg = 0 (3) 

■ Écrire le théorème du moment statique 

ü + 156 960 + 26 Z D +0-0 (4) 

0 - 68800 - 110Z c - 200Z 5 =0 (5) 

„ 110 Z 0 . tan 20° 

0 +30482,5+-- ~ --+26Z £) .tan20 D +200K f? -0 {6 


m Résoudre le système de 6 équations à 6 inconnues 

Déduire de (4): 

Z 0 = 156 950/26 = 6 0365 N ;Z„~-604ÛN 

(5) devient: -68 800+110 x 60365-200 Z b = 0;Z b = + 2980N 
(1 ) devient : - 1 565 + 6036,5 x tan 20° + X B = 0 ; X B - - 632 N 
Déduire de (6): 

+ 30 482 5 + M ^ 036,5) x tan 20 ^ 
cos 20° 

26 x (-6 036,5) x tan2Q° + 200 Y E = 0 , 1419 N 

Déduire de (2): 

-1665+V(-6Q36,5)x X 1419 = 0; Y Â ~ 2584 H. 

cosÆr 


■ Interpréter tes résultats : 

Le roulement 9 est soumis â un effort axial {X B 0) et radiai 
{ Y B * 0). 8 est soumis à un effort radial (Y A + 0). ** 




* Voir eussi tableau des valeurs des efforts § 41 2. ** Les charges étant déterminées, voir calcul durée de vie des rculemenb G.D. § 40,65. 

*** x est fe signe do produit vectoriel, A est toléré avec réserves. 
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41*3 


Types 


© 

Engrenages à 
axes parallèles 
et denture droite 


Engrenages à 
axes parallèles 
et denture 
hélicoïdale 


Engrenages 
à axes 
concourants 
et denture droite 


® 

Engrenages 

gauches 


Torseur transmissible 


Dans (O, x,y,z): 

ft M 

A 

■ Force axiale ; F a = 0 

■ Force radiale : F r 

F f * F|. îan 

* Force langentielle ; F t 
p p 
Ft — 


w.r ïï.JV 
30 


Dans (O, x t y j z ) : 


F a : force axiale 

tan fi 

F r : force radiale 
_ _ tan or 

1 1 cos fi 

Fi : force tangentielle 


Dans (O, jr, y, z) : 


f r ol 

f 3 0 

iff 0 

Fi : force tangenlielle 

‘ P 30 .P 
r | * ■ = _ 

É£>. t m TT. Né f m 

F a : force axiale 

F s = - F f Jan üf. sïn 5 2 

F f : force radiale 
F, = - Ff -tans, cos & 2 


Dans (O, x,y,z) 


h 0 

f, 0 

F, 0 

Sur ta roue 2 : 

F e =-F,, lan/J 


F r — -— . tan a 

cos fi 

Sur la vis 1 : 
efforts réciproques 

* 3 vfs “ ?! rout 


EFFORTS SUR LES 


Nature des efforts 


DENTS D ENGRENAGES * 


Efforts projetés 


a : angle de pression 
fi : angle d’inclinaison 
de l’hélice 


a ; angîe de pression 
0 : angle d’hélice 


Menant 


?tU 2 


Menant 
Rz 


P : puissance transmise 
a : angle de pression 
œ : vitesse de rotation 

A/ • frÂni i&nr:& H<=> rntatino 


a : angle de pression 
S 2 : demi-angle au sommet 
de 2 


Menant 
V Rx 


Menant 
Rz 


F 


M/2 


Voir caractéristiques géométriques GD. chapitre 47. 


Photographies : Lechner-Patissier. 
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42 Deux et trois glisseurs coplanaires 


Un glisseur est un torseur réduit à sa résultante, le vecteur 
moment étant nui : A {A m ) - A {A m 0}. 

-* 

On limite généralement l’écriture à celte du glisseur A^. 

42ml Deux glisseurs 

Théorème 1 : Lorsqu'un système matériel est en équilibre sous 
l’action de (feux glisseurs, les résultantes de ces derniers sont 
directement opposées. 

^2/1 = ~ £3/1 ! ^2/1 %1 on * ; 

■ même support A B, 
m des sens contraires, 

■ même intensité j \A Z n 1 = Il 5 3/1 II ■ 

42 ml Trois glisseurs 

Théorème 2 : Lorsqu'un système matériel est en équilibre 
sous l'action de trots glisseurs, on a : 

■ R = 0 : somme géométrique nulle : le dynamique formé 
par les trois résultantes est fermé. 

■ = 0 : somme des moments nulle en un point A Les 
supports des trois résultantes sont coplanaires et concourants 
en un même point / ou coplanaires et parallèles, ou coiinéatres 
{confondus}. 

42 «3 Exemple 

La figure représente la commande partielle du godet d'une pelle 
hydraulique, lorsque le vérin f/ 3 est alimenté par de l'huile 
sous pression, sa tige se déplace, la biellette 5 pivote autour 
de Met, par l'intermédiaire de la biellette 6, le godet 1 pivote 
autour rte H. Il est soumis de la part du sol à un effort horizontal : 
Il f il = 5 000 daff. 

On demande : de calculer l'effort exercé sur l'articulation H 
dans le but de calculer son diamètre, 

HYPOTHÈSES : 

■ Le système présente un plan de symétrie pair la géométrie et 
tes efforts contenu dans le pian de la feuille. 

■ Le frottement est nul aux articulations 

■ Les poids propres des solides 1,5, G sont négligés devant 
les efforts aux liaisons. 


SYSTÈME DE DEUX GLISSEURS 



SYSTÈME DE TROIS GUSSEURS 



COMMANDE DE GODET DE PELLE 
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SOLUTION : 

I e Isoler la biellette 6 

• Recenser les actions mécaniques s'exerçant sur S 


Nature de la liaison 

Glisseur 

Bilan inconnues 

1-6 : liaison pivot 
centre G, axeffî> z) 

fi t/6 

■ Support ? Passe par G 

■ Sers 7 

■ Intensité ? 

5-6 : liaison pivot 
centre N , exe z) 

%6 

■ Support ? Passe par N 

■ Sens? 

■ Intensité ? 


Actions à dislance : nulles (poids négligés). 

■ Écrire le théorème relatif à l'équilibre (2 glisseurs) 
G vî et W 5/6 sont directement opposés : support seton GA/. 


2° Isoler le godet 1 

■ Recenser les actions mécaniques s'exerçant sur 1 


Nature de la liaison 

Glisseur 

Bilan inconnues 

Sol -1 : nen définie : 
(solide pulvérulent/I) 

~ SODQjf 

■ Entièrement 
déterminées 

6-1 : liaison pivot 
centre G, axe (G. Z ) 


■Support : sel on GW 
■Sens ? 

■ Intensité ? 

2-1 : liaison pivot 
centre H T axe [N, z) 


■ Support? Passe par H 
■Sens ? 

■ Intensité? 


■ Écrire le théorème relatif à l'équilibre (3 glisseurs) 
S = 0 : dynamique fermé /ff : = 0 :3 supports concourants. 

■ Résoudre graphiquement (voir méthode ci-dessous) 


MÉTHODE DÉ RÉSOLUTION GRAPHIQUE : 

Après avoir isolé 1 et recensé les trois glisseurs : 

1 ° Tracer tes supports des deux résultantes connues : 

Ge/i et Jsn (le solide 6 soumis à deux glisseurs a déjà été 
isolé : G m est selon GN). leur intersection donne le point /. 

2° Tracer le support de passant par / et H. 

3° Choisir une échelle des forces. 

4° Construire la somme géométrique : 

hn + ^e/i + ^2/1 = 0 

Construire le bipoint 0 j tel que 1 0,1 II = Il foi II = 5 000 cjaN, 
puis par tes points 0 et 1 les parallèles aux supports de Ge/i et 

%i ■ 

5° Mesurer 1,2 et 2,0 et donner un résultat chiffré (échelle). 

REMARQUE : 

Lorsque les supports des résultantes sont parallèles, appliquer 
la méthode du dynamique et funiculaire (chapitre 44). 

* Compte tenu du plan de symétrie (G, J, y ). 


ISOLEMENT DE 6 



\ 


GODET 1 ISOLÉ : BILAN 
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43 Quatre glisseurs coplanaires 


Lorsqu'un solide t est en équilibre sous (‘action de quatre glis¬ 
seras copiantes dont : 

■ Les quatres supports des résultantes sont connus. 

■ L'intensité d’une résultante est connue. 

On peut appliquer la méthode de Culmann 

43 «1 Méthode de Culmann 

■ Regrouper les résultantes deux à deux, en choisissant des 
couples qui donnent des points d'intersection de leurs supports 
dans les limites de la figure. 

=0 ; fli + R-2 -0 

fît !h _^ 

■ /?i passe par ie point M. intersection de A %.i et P. 

R 2 passe par le point K intersection de Bw, et C &. 

■ Le solide 1 est en équilibre sous l’action de deux résultantes 
tf*el ÏÏ; directement opposées*, leur support passe par JW et N 
(droite de Culmann), 

■ Construire te dynamique fermé traduisant que la somme vec¬ 
torielle Â^\, P , Bpl, CÇ\ est nulle et sachant que : 

Âw + P ~ % (St porté par la droite de Culmann), 

02/î + Cm =^2 porté par la droite de Culmann). 


SOLIDE 1 ISOLÉ 



43.2 


EXEMPLE DE CALCUL : MONTAGE D'USINAGE 


FONCTIONNEMENT: 

L'étude porte sur ta phase de serrage. Lorsque l'huile arrive sous 
pression en X tes deux tiges 6 du vérin s'écartent. Par l'intermé¬ 
diaire des hiellettes 4. les tiges 3 descendent, entraînant les 
brides 2 qui serrent les pièces 1 en F et P 


CH DONNE: 

■ l'action de 2/3 : F {F m )= 

F 

u L’action de 4/3, réductible en J a un gtisseur dirigé selon KJ 
(isolement de 4). 

■ Les actions de fl/3, réductibles à des glisseurs en 6 et H. 
A l'équilibre strict : 


3 000yï 

0 I 


HMcosp o 

fiW s + ]|% 3 ||sin ç> 0 


[+ Ml cos Ç) 
w*V3r + ||%3flsin <p 
wl 0 


Avec : /r - tan Tjff = 0,1 aux contacts G et H. 


OH DEMANDE: 

De déterminer les actions Jm, Gw, Hm- 


0 

0 

O, 



Voir §42.1. 
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HYPOTHÈSES: 

■ Le système présente un pian de symétrie U x, y) pour la 
géométrie et ies résultantes {plan de la feuille}. 

■ Les poids propres des différents solides sont négligés. 

■ Les articulations sont parfaites et sans frottement. 

■ Les bagues en W'et G' sont parfaitement alignées. 


ISOLER LE SOUDE 3: 


Liaisons 

(1 simplifiés' 

Bilan inconnues 

2-3 pivot : 
centre F 
axe (f,*) 

i \ (3000?! 

,w-j „• ) 

{ /jdéferminé 
entièrement 

4-3 pivot : 
centre J 
axe (J*?) 

• 

JO o 1 

A O 0 i 

• Support selon JK 
■ Sens : ? 

* Intensité : ? 

0-3 sphère- 
cylindre 
centre 
axe (C,y ) 

cM a 

G 

-j|fi||cos<;o 0 1 
|| C || Sir p 0 

0 fil 

• Support : sur 1# 
sorte 

• Sens : 

• Intensité : 7 

0-3 Sphère- 
cylindre 
tenir# H 9 
axe (H,y) 

#w = 

H 

||ff||tQS4> O 1 
\\H |jsm <p 0 

a o 

• Support : sur le 

- Sens : 

* Intensité : ? 


MÉTHODE DE RÉSOLUTION (CULMANN) : 

1° Choisir une échelle des forces. Tracer F m sur ta tige. 

( Il %iil = 3 000 n) et 01 = Fzi 3 sur le dynamique 
T Tracer les supports de Go/a, Hm et Jm- 
3° Construire l'intersection ÉWdes supports F* n et 6 ^ et 
l'intersection Aides supports H m et Jm ■ 

4° Tracer le support de Gi et fa passant par Met N, 
fa - F v 3 +G^iBi fa-Hm + JÏri (droite de Culmann) 

5” Continuer la construction du dynamique. Par le point 1, mener 
une parallèle au support de G 0 /a. Par le point 0 , tracer une paral¬ 
lèle au support de ^ et % l'in tersection de ces deux droites donne 
le point 2 tel que : Î 2 * = Go/s et 02 - fa (fli - Fm + Gm) 
6 * Par te point 0, tracer une droite parallèle au support de Hm 
(Dynamique fermé : extrémité de 34 confondue avec 0.) 

7° Par le point 2, tracer une droite parallèle au support de Jais. 
Cette droite coupe la droite parallèle è Hm passant par 0 en un 
point 3 tel que 23 = Jm et 30 = H m . 

8 ° Mesurer les longueurs de 12, 23, 30, multiplier par 
['échelle, donner un résultat chiffré. 

* Compte tenu du plan de symétrie { J, x,ÿ). 


ÉQUILIBRE STRICT DE 3 
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44 Dynamique 


et funicu 


aire 


44 ■ 1 Réduction de N glisseurs 
coplanaires à un glisseur 

■ Le solide 1 est chargé par trois glisseurs connus : 

■ Glisseur résultant : e {E } = Jg J= | flï/1 + + R, ‘ n |. 

■ Construire cette somme vectorielle en traçant le 
polygone nommé dynamique à partir du point 0. 

0 est ('origine de Âh , 1 est son extrémité ; OÎ - R^. 

1 est l'origine de Fhn , 2 est son extrémité ; Î2 - R™. 

2 est l'origine de Rm , 3 est son extrémité ; 23 - Rm. 

0 est l'origine de R , 3 est son extrémité; 03-fi 

fi ?/1 + fis/! + /?4/t = fi, 

d’où: ÔÎ + 12 + 23 = 03 

■ Choisir un point arbitraire P appelé pôle du dyna¬ 
mique. Tracer les rayons polaires H], fit, fi2, fi3. 

Lorsque le 1" rayon fiO et le dernier rayon fi3 ne sont pas 
confondus, le dynamique est dit ouvert. 

■ Construire le polygone funiculaire relatif à P. 

À partir du point A arbitraire, construire un 1« rayon 0 parallèle 
à fiO qui coupe le support de fa, en a. 

À partir du point or, construire un 2 e rayon 1 ' parallèle à fil qui 
coupe le support de fa en fi 

À partir du point fi, construire un 3 e rayon 2’ parallèle à P2 qui 
coupe le support de fi 4 „ en y 
À partir du point y construire un 4 e rayon 3 r parallèle à P3. 

La ligne brisée Aa, afi, fiy y5esf le funiculaire. 

Lorsque le 1 er rayon Aa et le dernier yS ne sont pas confondus, 
le funiculaire est dit ouvert. 

On démontre que le support de la résultante fi passe par le point 
d'intersection du 1 er rayon Aa et du dernier yS, 

filai: 

La résultante d'un système N glisseurs coplanaires est déterminée : 

■ En direction, sens el intensité par le bipoint On qui joint f ori¬ 
gine 0 du 1 er bipoint à l'extrémité nüu bipoint du poly¬ 
gone dynamique. 

■ Par un point de son support situé à l’intersection du 
1 er rayon et du (n H-1} IÉme rayon du polygone funiculaire. 



DYNAMIQUE ZJ FUNICULAIRE 
A E B 


Solide 1 


77777 


1 er rayon du 


funiculaire 


Point 


1 


Polygone 
dynamique " 


2 



DIFFÉRENTES POSSIBILITÉS 

Cas 

Réduction du système 

Dynamique ouvert 

R* Ô ; : système 

Funiculaire ouvert 

réductible à une résutlante. 


\ Ci 1 

Funiculaire ouvert 
(0'« H à y 3') 


o- /\\0' 3 rV^ 

n 2/t I \ \ 


1 l-—- 

Dynamique fermé 
(0 confondu avec 3} 



R = 0;tf D ^d: système 
réductible à un couple 

Dynamique fermé 

fi= 0 ; fl = 0 : système en 

Funiculaire fermé 

équilibre. (Voir page suivante.) 
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44*2 Conditions graphiques 
d’équilibre 

Lorsqu'un système matériel ( S} est en équilibre sous l'action de 
A/glisseursà résultantes copSaraires, le principe fondamental de 
la statique entraîne que : 

■ ta résul tante statique est nulle : 

Dynamique fermé ; 

■ le mo ment sta tique en un point est nul : 

MaCsis) - 0 <=> Funiculaire fermâ 

EXEMPLE: 

La commande de soupape est présentée § 37.2. Dans cette der¬ 
nière, (e finguet 2 , artajfé en 5 par rapport au caler 0 , est sou¬ 
mis à un effort A m exercé par ('arbre à carre 1. Cet effort pro¬ 
voque la rotation de 2 autour de B, ce qui entraîne une action sur 
la bieilette 3 articulée en Cpar rapport à 2. Cet effort est trans¬ 
mis au culbuteur 4. 

On donne : Il C 3/2 II -1120 N ; Cm dirigé selonOC. 

On demande de déterminer A V2 et 

HYPOTHÈSES: 

■ Le système présente un plan de symétrie (A, x, y) pour la 
géométrie et les résultantes (plan de la feuille). 

■ Les poids propres des différents solides sont négligés 
devant l'intensité des actions mécaniques aux liaisons. 

■ Les contacts sont parfaits : sans jeu et sans frottement. 

ISOLEfUE LINGUET 2: 

■ Recenser les actions mécaniques 


Nature des liaisons 

(^simplifiés* 

Bilan inconnues 

3-2 rotule 
centreC 


\C 3 /|l entièrement 
déterminé 

1-2 linéaire 
rectiligne, centre A, 
normale [A,x > 
arête (4?) 

. . /-imwii-M 
i i 

• Support ; normal 
au plan tangent 
{selon (A*)) 

• Sens : <- 

■ Intensité : ? 

0-2 rotule 

centre B 


■ Support : ? passe 
par B. 

■ Sens ; 

* Intensité : ? 


■ Écrire le théorème fondamental relatif à 3 glisseurs 

—^ ^ -!► ^ 

S=0: dynamique fermé; A4 = 0 : les supports de et Ayz 
sont parallèles ; celui de Bm l'est aussi, 

■ Résoudre graphiquement par la méthode du dynamique 
et du funiculaire (voir ci-contre)^ 

5=0 : dynamique fermé; A4 =0: funiculaire fermé. 

* Compte tenu du plan de symétrie ( A},y). 


ÉQUILIBRE DU SOLIDE 1 ISOLÉ 



Méthode de construction 

I e Construire dite! que ||01|| =|| C^ll = 1120 N. 

T Choisir P et tracer PO et Pt. 

3 e Construire le funiculaire en traçant G' // à PO, O' coupe 
te support de C 3 /\ en_o. À partir de a tracer 1* // à PI. 
V coupe le support de B®/z en /3. 

4 e Fermer te funiculaire en traçant fty 
5° Sur te dynamique, tracer P2//à 2’. 
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45 Hypothèses 
de la résistance 
des matériaux 


La résistance des matériaux est l'étude de la résistance et de la 
déformation des solides (arbres de transmission, bâtiments, 
tusées...) dans le but de déterminer ou vérifier leurs dimen¬ 
sions transversales afin qu'lis supportent les charges dans des 
conditions de sécurité satisfaisantes et au meilleur coût 
(optimisation des formes, des dimensions, des matériaux.. ) 

45 ml Les matériaux 

L'homogénéité : on admet que les matériaux ont les mêmes 
propriétés mécaniques en tous les points. 

L'isotropie : on admet que les matériaux ont, en un même point, 
tes mêmes propriétés mécaniques dans toutes tes directions. 
L'isotropie est vérifiée pour îes aciers non fibrés (tes aciers lami¬ 
nés et forgés ne sont pas isotropes). Elle n’est pas vérifiée pour 
les matériaux fibrés (bois, matériaux composites...} (fig. 2). 

45 ml La géométrie 

les solides idéaux sont te poutres présentant : 

■ (tes sections droites constantes ou variables lentement en 
dimensions et forme, 

■ des dimensions longitudinales importantes par rapport aux 
dimensions transversales. 

Une poutre est engendrée par une section droite et plane (S) 
dont le barycentre 6 se déplace sur une ligne courbe (C), à 
grand rayon de courbure, appelée ligne moyenne. La section 
droite (S) reste perpendiculaire à ( C ) (fig. 3}. 

45 «3 Les forces 

Les forces, appliquées en un point, sont te pointeurs. Il n'est 
pas possible de les remplacer par un système de 
forces «vectoriellement» équivalent (même résultante et 
même moment en un point A) car les effets physiques (sollici¬ 
tations) sont différents. 

Dans l’exemple a, lorsque Âei 8 glissent sur leur support, 
la traction devient de la compression. 

Dans f exemple b, îa résultante 2 F provoque une flèche plus 
importante que les (feux forces F en Det £ 


(?) CALCUL "’UN PONT 


Charges connues 



Dimensions transversales à calculer 


Dimension longitudinale imposée 


(?) MATÉRIAUX ANISOTROPES 



j i Résistance selon (O, y) 


Résistance différente 
selon (O, x) 

. — \B~ f 


Fibres parallèles à (O, x) 


(?) EXEMPLE DE POUTRE 



moyenne (C) 
Section droite (S) 
{perpendiculaire à (C)) 


Barycentre de (S) 


Ligne 


(?) SYSTÈMES DE FORCES NON ÉQUIVALENTS 


(a) TRACTION COMPRESSION 
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TYPES D'ACTIONS MÉCANIQUES EN RÉSISTA: J CE DES MATÉRIAUX 


Modélisation 


Exemples 


Charge concentrée 



a 


B 



Engrenage très rigide avec jeu 



Les contacts en A et B 
sont ponctuels 


Charge répartie 







B 



Engrenage déformable sans jeu 



Le contact selon A B 
est linéaire ou surfacique 


Charge et moment en un point 



Engrenage très rigide sans jeu 




vzza 


Le contact selon A B est 
indéformable (en statique 
ies actions sont modélisables 
par un torseur) 


45.4 


LES DÉFORMATIONS 


Hypothèse sur l'influence des déformations 


■ Dans le domaine élastique, les déformations sont très faibles, 
elles ne modifient pas les forces aux liaisons calculées par la sta¬ 
tique (cas 1) (hypothèse solide indéformable}. 

■ Les solides très déformables (ressorts...} modifient fa direction 
des efforts (cas 2). 

■ De faibles déformations peuvent modifier la distance dans des 
appuis et donc les efforts (cas 3). 


>i m 

„ tn ^ 

t" - * 

t F 

£2 J 

> ■ 

.JL 

Y * 

Déformée m 


F 

5 

B 


® 




m 


n 


m 


R’ 


a contact 




Hypothèse de Navier-Bernoulli 


(S) avant déformation 


Support de F 


Les sections planes et droites (normales à la ligne moyenne) avant 
déformation, restent planes et droites après déformation (normales 
à la ligne moyenne déformée). 



(S) après déformation 


Hypothèse de Barré de Saint-Venant 


Zone influencée par la répartition des 


■ Oans une section droite (S) éloignée de la zone où les charges 
sont appliquées ( /> d), la répartition des déformations et des 
contraintes ne dépend que des éléments de réduction du torseur des 
forces appliquées. 

a Dans une section droite (S) proche de la zone où les charges 
sont appliquées { f< d), la répartition des déformations et des 
contraintes dépend de la répartition des charges appliquées. 


Force 

concentrée 

et 

force 

répartie 

ayant 

mêmes 

résultantes 

en G 


f^d > 

pz 

i, efforts appliqués 

- H 

:A 

G- 




SsF, 

-M 

G 

’ 

-7 - 


^ V ^ 


Zone non influencée par la répartition 
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46 Coupure dans une poutre 


Le pian [P) contenant ta section droite {S} partage ia poutre 1 en 
deux parties (I) et (ÏI). 

Le harycentre G de (5) a pour abscisse Adans o(0, X y, z) 
On pose ÔG = x .x. 

On appelle (I) ta partie “gauche», ou amont, de (P) et (II) la 
partie-droite», ou aval, de (P). 

46 ■ 1 Torseur de cohésion 


Les actions mécaniques que la partie droite exerce sur la section 
droite fictive (S) appartenant à (I) sont des actions extérieures à 
la partie (I). Leur réparti!ion est inconnue mais nous pouvons les 

modéliser par un torseur de cohésion et calculer ses 
éléments de réduction en G, barycentre de la section (5) 


{Cohii/i) = 


« \ 


lÆo 


fl= Ta // : résultante des forces 

S 

de cohésion A// de 11/1, 

/ffs-ElGMi* AJj):* moment 
s 

résultant des A f, par rapport à G. 


REMARQUE: 

■ Cette définition relève d'une convention, on peut prendre la 
convention opposée- 

■ D'après le théorème des actions mutuelles : 

e {Cohi|/iJ =- B {Cohvn} 


46 «2 Projection des éléments 
de réduction de {Coh] 

y? {G. x, y, 5) est le repère de définition des sollicitations 

C'est un repère local, direct, lié à ia section droite (S) : 

■ ( G, ï) est selon la normale extérieure à la partie gauche (I) 
de (S). 

■ (G, y) et (G, z) sont dans ie plan de (S) dirigés sefon tes 
axes de symétrie de {S) s'ils existent. 


NOTION DE COUPURE 



TORSEUR DE COHÉSION 



COMPOSANTES DE R ET// R DANS (9Î) 



Projections de la résultante et du marnent du torseur de cohésion dans (:/î ) 

N 

Effort normal ; projection de fl sur ta normale 
extérieure (G*}- 

" ■# 

Mt 

Moment de torsion : projection do Mq sur la 
normale (G.?). 

r 

__ ^ 

Effort tranchant : projection de fl sur le plan de la 
section droite (Gy./). 


Moment de flexion : projection de fie sur le 
pianfGF,?). 


* x est te signe du produit vectoriel. 
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T et flf n'ont pas, en général, de direction, particulière dans ie 
plan (G, y, 7). Il est utile de définir leurs coordonnées dans 
&(G,x\ÿ,7). 



Coordonnées de fl et fl E dans fR* 


fl = N.x + Ty.y + T z .z 

fl,à * flt. x + flf ey . y + flt Ez . 7 

H 

Coordonnée de reffeil normal N m ffî, x ). 

h 

Coordonnée de l'effort tranchant r sur (6, y). 

h 

Doordoonée de reftoil Iranchant J mfàïy 

m 

Coordonnée du moment de torsion Æf sur (G, i 

Stf G y 

Ceerdonnée de moment de flexicm Æf sur {£, y). 

Mez 

Coordonnée du moment de flexion Mi sur (£ z). 


Ces coordonnées varient selon la position de la section (S) 
définie par l'abscisse de G dans 91 {O, x, y, 7}. 

La représentation graphique des fonctions W{x), T y {x), T 2 (> r), 
M(x},flf Gy (x), flf Gl (x) s'appellent les diagrammes des 
sollicitations. 


COORDONNEES DANS 9L 



EXEMPLE DE DIAGRAMME 



46-3 


SOLLICITATIONS SIMPLES 


Une sollicitation est simple si et seulement si, un des quatre éléments 
N, 7, flt, flf n’est pas nul. 

Dans te ras contraire, elle est dite composée (chapitre 55). 
Exception : T 0 , flf * 0 est de la flexion simple (f négligente) 


Sollicitation composée 
(exempte général) 


{Coh[iyj} - 


Sollicitation simple : 
{exemple : tension flt ¥= 0) 



N flt 


0 

flt 


Ty Mi Q y 

1 (Cohn/iJ — 

0 

0 

G 

[h*f6i\ 

e 

0 

0 


Traction {ou compression simple) : N # O 


Sens de N : 

Celui des 0^7).ds 

N -1, ds) 
(S) 



N x 


Partie {I) 


Cisaillement simple (théorique) : T î 0 


.x. 


f*o _ 

Sens de T : 

Celui des f^.ds.y. 

T ='Z ( T {ivf)-ds) 

(S) w 



Torsion simple ; flt # O 


Flexion simple : flt £ O 



Partie (I) 


Sens de flt : 

Celui du tire-bouchon 
selon (O, x) tournant 
dans le sens des r^. 


wu 


M = E (r m ,p.ôs) 
(S) 



Partie (I) (S) 


Sens de 0 Gz : 
Celui du tire- 
bouchon selon 
{O, z) tournant 
dans le sens 
des 


ds-x 




Une coordonnée est un nombre réel (algébrique) § /2.5. 


** Voir définition de u m ei r m §46.7. 
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46 «4 Torseur des actions 
mécaniques extérieures 
et torseur de cohésion 

46» 41 Actions mécaniques «à gauche» 

Le torseur des actions mécaniques extérieures «à gauche» de 
(5), appliquées sur ( I ) s’écrit en G : 

fi forces à gauche/! 

— fr 

Mc actions à gauche/ 1 
Le principe fondamental de la statique appliqué à {I ) s'écrit. 
G {Actions ext. à gauche/ j} + G { Coh n/r M°î- 


Actions ext. à gauche/ jJ = 


/fil 

G <Cohn/i>= Actions ext. à gauche/ ( } 

G ^ 

+ -> —■+ 

d'OÙ : ff=~fiac1iora à gauche/l< Me-~Me actions à gauche/1 


Cette relation permet de calculer les éléments de réduc¬ 
tion do torseur de cohésion à partir des actions méca¬ 
niques extérieures à gauche (connues par la statique}. 

EXEMPLE: 

a Coupure réalisée entre Cet F. ( 0 «s x « F/2 ) : 

Partie (I) isolée (fig. 2) 

u / -F 12 \ ! F/2 \ 

c{ 0 ii/iî c |êf X -fi/2 j ^Gfxf/ 2 ] 

46b 42 Actions mécaniques «à droite» 

Lorsqu'il y a moins de forces à droite de la section (S), il est 
plus simple d'isoler la partie droite (II ). 

G { Actions ext. à droite/ n} + G { Coh m )=(»)• 


-gtCohi/HjB+gfCohH/îSs+gtAclions ext. à droite/»} 

forces eil à droite/ II ! M e~*M G actions eit. â drcile/ » 


■ Coupure réalisée entre fet£'( F/2 «= *=£/)■ 
Partie (II) isolée : une seule force - F/2 : {fig. 4) 

, , I -F/2 

{Cohu/i} = 1 —* — 

C (G£' x-fi/2 

---w 

Parité (I) isolée deux forces -Fl2; F : (fig 3) 
Irrh ! I - FIUF 

11,1 \S x(-F/2)+6f xf 


(T) POUTRE ISOLÉE 



Le solide 2 est modélisé comme une poutre rectiligne car : 

■ sa longueur / est importante par rapport à sa hauteur h ; 

■ sa ligne moyenne est rectiligne. 

Ce n'est pas un solide idéal car sa section (S) présente des 
variations brusques (alésage, évidement). 


(2) PARTIE GAUCHE (1) ISOLÉE 



F \ Section (S) 
2 


(3) PARTIE GAUCHE (I) ISOLÉE 

'A——-f 

A- 


O. 


-T £ 
2 


L s x =s /" 

2 


Æ 


Fl 


(0 




Mk 


(II) 7 


Actions 
mécaniques 
de (ll)/(I> 


PARTIE DROITE (II) ISOLÉE 
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REMARQUE; 

Le torsarr des actions mécaniques à gauche de (S} (ou à droite) 
est (Modifié lorsque (S) se déplace te long de la poutre : 

■ Si une discontinuité d’ordre géométrique (changement de 
direction de la ligne moyenne} apparaît (exemple : poutre en 
équerre). 

■ Si une discontinuité liée à une force nouvelle (ou un 
moment) apparat. 

RÈGLE : Effectuer un nombre de coupures (rrj égal au 
nombre de discontinuités (n„ ) (géométrique ou d'action 
mécanique) plus un. 

n c - n e * 1 

EXEMPLE DE CALCUL : 

Une bride 2, mode! isée comme une poutre (voir tig. 1 § 46.51}, 
est appliquée vers le bas, au serrage, par une tige 3 gui exerce 
un effort hn - - 3 000 y (en N) (voir § 43.2). Elle serre deux 
piècesjMff [‘intermédiaire de deux liaisons sphère-plan telles 
que : Epn = É'p /2 -1 500 y. La bride 2 possède un plan de 
symétrie (O, x, y) pour ta géométrie et les torces. 

1° Déterminer l'expression des fonctions A/(x) ; T(x)./% t{x) ; 
M !{x) ; le long de la poutre, 

2° Tracer les diagrammes représentatifs de ces fonctions. 

SOLUTION : 

1° Étude des fendions : 1 re coupure entre 0 et F : 

0 x « 24 : partie (I) isolée. 



d'où : fî= - fwz ; fl — 1 500 y (en N) 

j^F-HIâTall .X.z) ; /^ëi=1 üOO.xr.z 


Soit; 7^.=—t 500N et =1 500ir(N. mm) 

Si :x=Û ,/tf( GU =0 ; six-24, Æfc u =1500x 24=36COON.rrm 

2° Coupure entre F et 0' : 24 « x e 48 : partie (I) isolée 

Epn + F 3/2 l 


{Cob»/i} = - 


es 


G? F x Gpi2 -t G/F x F3/2 


~1F F F 

d'où : fî=-(fp /2 + Fm) I 


fl=+1500 y (en N) 


/*fc 2 =- ~ll fe /2 II . x + Il F 312 W (xr— 24)] z 
d'où: (- 1 500 x + 3 000 x 24) z 

Soit ; T,m 1500 N ; et 500 jt+72 001 

Pour: x-24,/^ f Gl = 36000N.mm ; x=48 1 #/& =0. 


DISCONTINUITÉS ET COUPURES 

1 r 

Attt tVti . _ 

0 discontinuité 

entre >1 et B, 1 coupure 

rrjr 

1 -—- 

1 F 2 

1 u 1 

a rv i r 

1 discontinuité 

entre A et B, 2 coupures 

1 H 11 

1 2 3 

} ix+n 

2 discontinuités 

entre A et B, 3 coupures 

Y c »|4 S 

77777 77777 

ir, 1 2 B, 3 

aL j2~t^± b 


COUPURES DANS LA POUTRE 2 



1 re coupure 


O as a « 24 


Partie (I) 


P ♦_ /S _ 

G 

2 . * 



7 


K 24 „ 



2 e coupure 




-3 OOO y i 
x 

->H 


24 *s x 48 


DIAGRAMME DE L'EFFORT TRANCHANT 



DIAGRAMME DU MOMENT DE FLEXION 
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46 ■ 5 


IDENTIFICATION DES SOU 'CITATIONS 


Méthode 


Exemple 


r Résoudre le problème de statique ou dynamique : 

■ Hypothèses : solides indéformables, actions mécaniques modélisées par 
glisseurs ou torseurs. 

■ Isoler le solide 1 el calculer les actions extérieures inconnues. 

■ Appliquer ie principe fondamental de la statique {§ 31.5} ou de la dyna¬ 
mique {§ 56.4. § 57 9>. 


B\ n est connue. 

Aÿ-i est à déterminer. 

H i 

J=É 


A 


S,/, = 400.x 


B 


m + 400.x = 0 
Ar^ n =- 400.x {en N). 


2° Résoudre le problème de résistance des matériaux : 

■ Hypothèses : matière homogène et isotrope {§ 45 1) poutre rectiligne 
{§ 45.2), actions mécaniques modélisées par des pointeurs (§ 45.3), 
appliquées progressivement, variation lente {sinon fatigue). 

■ Réaliser une ou plusieurs coupures 
Isoler ta partie (I ) ou partie gauche. 

Calcufer ! Coh {actions extérieures à gauche/I ). 

Réaliser autant de coupures que de discontinuités plus une (§ 46.42). 

■ Identifier la sollicitation en recherchant dans le tableau ci-dessous le cas 
correspondant au {Coh H/1 } calculé. 


Les actions A m et B V1 sont connues, 
modélisées par deux pointeurs. 

■ ( Coh im } est à déterminer. 


h/i 



frvih 1- f-400.xl _l 400.x 1 
ioonn/i| -- _ | - i _ ( 

G t 0 J G t 0 / 


A/ = 400 .X ; W#0; T = M = #f = 0 

1 est soumis à de la traction simple. 


Sollicitations- Efforts 


Contraintes 


Torseur de cohésion 


Déformation 


Traction simple (Chapitre 48) 


jr a 

i 

r b «r: 

— j - - —in 

O 1 O 

Compression simple (Chapitre 49)* 


i 

*[o—l 

-c —O B 

A\n 

^ï/1 


(I) (S) y 



(C0h IM )=J«j 


A/*0 

T y =0 : T z =0 
Æ /-0 

tfffy=0;/(fffy=0 


y 


A _ B ~ 

[ O-— !■ ► 


1 est soumis à faction de 
deux résultantes directement 
opposées. 


tr (M) : contraintes normales 
à (S)**. 

Répartition uniforme 
dans (S). 

Traction &W) > 0. 
Compression < 7 ^ < 0- 


O A BQ 




Traction : 

allongement A/ > 0. 

Compression : 
raccourcissement 
A/’c 0. 


Attention au risque tÉ flambage (§ 56.5) 


** Voir tfofinitfon § 46 7 
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46*6 Relation entre T et filf 

Dans un tronçon de poutre recliiigne. sur lequel ii n'y a pas de 
charge concentrée appliquée, l'effort tranchant est égal, au 
signe près, à fa dérivée du moment de llexion par rapport à la 
variable : x. 


A/Vtgi 

1 *7 

V Ax 

dx 


46 ml Vecteur contrainte 

(S) : section quelconque, orientée par n : normale à (S) exté¬ 
rieure à la matière de la partie {I). 

A 7 : force élémentaire exercée par ia partie (II) sur la partie (I), 
au point M appartenant à (S) (fig.2). 

A S : élément de surface entourant le point M 

PAR DÉFINITION : 

* 

Le vecteur contrainte au point M, relatif â ia surface 
élémentaire AS, orientée par sa normale n, est égal à la limite 
du quotient de AÏ* par AS lorsque AStend vers zéro (fig.3). 

=—- iim H _ ^L.nr —"iu ll d, ’ll 

L w.« ■ as^o as * " as J m» 11 ~ ds 


II norme du vecteur contrainte, en pascal (Pa)*. 
En résistance des matériaux, on utilise le mégapascal (MPa) : 
1 MPa = 10 6 Pa = t M/mm 2 ~ 10 bars. 

CONTRAINTE NORMALE - CONTRAINTE TANGENTIELLE :_ 

■ La contrainte normale est la projection de C (W)f ; sur fa 
normale extérieure n (tig. 4). 

• La contrainte tangentiefle t,J, est la projection de 
sur le plan de ia surface ASflig. 4). 


(T) CORRESPONDANCE T y ET Mf Gl 


v p (N/m) 



'If-lll il 


X 

— Jt -4 

B 





~ + Tm 




« + Tjj.l 


n : vecteur unitaire normal à îa surface A S. 
î : vecteur unitaire dans le plan de A S, selon la direction de t w ‘ . 
a M : coordonnée normale de ta contrainte C^j „* **. 


t m : coordonnée tangentiellede la contrainte C^)j 

REMARQUE: 


(T) COMPOSANTES DU VECTEUR CONTRAINTE 


Une contrainte C (M) „■ est dite principale lorsque sa 
direction est normale au plan de la section (AS). 

Dans ce cas : = è et Cjjjj n = . 

* 1 Pa = 1 N/nf ** Dans ce qui suit, sente cette définition algébrique des contrai rites sera utilisée. 
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47 Matage 

On constate souvent sur des organes de machines (tes défor¬ 
mations locales : Écrasement latéral des clavettes, gonflement 
des extrémités d'arbres soumis à des charges importantes, ova¬ 
lisation des paliers... 

47 ■ 1 Définition 


Un solide 1 est sollicité au matage par on solide 2 si la 
pression superficielle sur la surface de liaison 1-2 
entraîne une déformation permanente de cette dernière. 

REMARQUE: 

Les déformations étant locales, il faut tenir compte, dans tes 
calculs, de la répartition des pressions appliquées (voir principe 
de Saint Venant §45.4). 


EXEMPLES DE MATAGE 
Avant « 




Après 



47 «2 Pression de matage 

La pression de matage en un point es! le quotient de ia force 
élémentaire normale appliquée || d || par ia surface élé¬ 
mentaire . ds. Cette pression doit rester intérieure à la pression 
admissible (valeurs § 47.24). 

; condition de non matage : p < p adn) 


47» 21 Pression de matage uniforme 

La pression de matage p a est égale au quotient de la force 
appliquée par l'aire de la surface de contact projetée sur un pian 
perpendiculaire à cette force (voir valeurs dans le tableau 
ci-dessous). 




PRESSION EN UN POINT M 



PRESSION CONSTANTE SUR UNE SURFACE PLANE 
Surface soumise au matage : S = L.f > 


IF. 




Po = 


Po< Pgdni 



Surface 


Couronne plane 


Demi-cylindre* 


Demi-sphère 


Pression 
de matage 


Po = 


IfFjfill 


* (JV-fV) 


Po = 


IIFyiH 

D./ 


Po = 


IIF 


2/1 


rr.RZ 


Actions 

mécaniques 


Surface projetée 


Surface projetée ** 


'Voir exemple decalcut d'un coussinet dans G.D. §39.11. " Dans ce cas, en parle de pression diamétrale 
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dN{6 ) est : 

* max en C 
- nulle en A et B 


üN{6) est : 

- max en C 

- nulle en A et B 


47 m 22 Pression de matage variable 

Lofsque la pression de matage varie, il faut connaître la fonction considéré. On calcule alors la valeur de la pression maximale : p m 

mathématique donnant sa variation en fonction de l'abscisse du point et on vérifie la condition de non-matage : p m < p m . 


* Hypothèse : liaison sans jeu. ** Hypothèse de calcul 


47 ■ 221 RÉPARTITION LINÉAIRE DES PRESSIONS DE MATAGE 


Pression maximale 


P = 

9 max 


6 H 


02/1 > 


b.n 


p = 

'ma x 


IIPW 

LJ' 


[l+6{|+f)] (en Pf) 


47 ■ 222 RÉPARTITION SINUSOÏDALE DES PRESSIONS DE MATAGE** 


liaisons 


Pivot, pivot glissant d'axe (£U ) * 


Rotute de centre 0* 


Pression maximale 


p . 4 WF m II 
mw “ ir‘ D.f 


o _3 

Gnax “ g 


IIF 


2/1 1 


liaisons 


Glissière d'axe (0,jr}* 


Appui-plan de normale ((31 y) 


Actions 

mécaniques 


Répartition des 


Répartition des 
àNw) 


me ) V2 


Répartition de 

d N{ô) dans (O, x. y ) 


-t 

\p-a-x 


» 
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47. 23 Pressions entre contacts 
linéaires ou ponctuels 

Pour une liaison pivot ou rotule, par exempte, on constate dans la 
pratique une augmentation de la pression maximale. En 
fait, le cor tact surfacique se transforme en contact quasi finéaire ou 
ponctuel sous t'influence des défauts de forme {circularité, cylin- 
dricité...) et du jeu existant dans l’ajustement. La liaison devient 
une liaison réelle. 

Les formules de Hertz relatives à ces contacts s'appliquent dans fe 
domaine élastique. Pour ces calculs, iî faut définir les grandeurs 
ci-contre : 


P r f : le rayon de courbure relative : 


1 - 1 * 1 * 
r, ta n 

h 

: rayon du cylindre ou de la sphère 1. 

r 2 

: rayon du cylindre ou de la sphère 2. 

Signe 

: + pour une tangence extérieure 

Signe 

: - pour une tangence intérieure. 

2" Le module d’élasticité £ pour te calcul : 


1 . 1 f 1 + M 


E 2 \Ea Et) 


£ j : module d'élasticité du matériau 1. 

£ 2 : module d'élasticité du matériau 2. 



Contact sphère-sphère 


Contact cylindre-cylindre 


Contact réel 


Répartition de p 


Contact réel 


Répartition de p 


b « 1,52 


Il F IL/ - ,. 


EU 


P 

1 max 


0,418 


Il F ILE 

r r .S 


tir 11. r r 


1.11 


P 

r max 


0,388 \/ IlF 11, 


P 

r max 


47. 24 Valeurs de pressions admissibles 

Le tableau ci-dessous donne les pressions limites tolérables (ou admissibles) entre deux pièces immobiles ou en mouvement dars des condi¬ 
tions d'utilisation déterminées. On doit avoir : p < p^. 


Contact entre pièces fixes 

Pression admissible (en MPa) 

Sur acier ou tonte sans matage 

80 à 100 

Sur acier ou tonte avec léger matage (ou sur béton) 

200 à 250 

Contact entre filets (ex. : vis d'assemblage) 

15à2B 

Contact entre pièces mobiles 

Pression admissible (en MPa) 

Contact entre filets (mobiles en fonctionnement) 

îà6 

Articulations en porte â faux 

0,5 à a 

Articulations en chape (ou fourchette) 

1àZ5 

Paliers rigides avec flexion de l'arbre ; acier/fonte 

là 1,5 

Paliers à rotule, acier sur bronze à graissage intermittent 

1,5 à 2,5 

Paliers acier trempé / bronze. Lubrification sur film d'huile 

2,5 à 4 

Paliers rectifiés de bielles ; graissage normal ou sans pression 

6 à 9 ou 9 à 15 

Paliers de moteurs (automobile, aviation) ; rotules de coussinets 

10 à 25 


'Dans le casdun contact cylindre/plan ousphftre/plan. l'un des rayons es! infini : l._*o. 

PO 



































































132 


47 «3 Exemples 


LIAISON ARBRE-POULIE 


47. 31 Calcul d'une clavette 

Un arbre 1 de diamètre d = 30 mm tourne à 300 tr/min et trans¬ 
met à une poulie 2 une puissance P= 1,5 kW. Cette poulie 2 est 
liée en rotation à l'arbre 1 par l'intermédiaire d'une clavette 
parallèle 3 de forme B, de longueur /. 

HYPOTHÈSES : 

■ L'ajustement entre 1 et 2 ne transmet aucun moment autour 
de ( 0 , 7 ) . Celui de la clavette 3 dans la rainure de 2 est glis¬ 
sant {pas de contraintes liées au montage). 

■ La clavette 3 est parfaitement parallèle à l'axe (O, z) et la 
répartition des pressions sur son flanc latéral es! uniforme. 

■ Les conditions de fonctionnement sont mauvaises 
{démarrages fréquents, variations d'effort en fonctionnement). 

PROBLÈME: 

I e Déterminer les dimensions transversales axbüe la clavette 
en fonction du diamètre de l’arbre. 

2° Déterminer la longueur f de la clavette afin qu'elle sup¬ 
porte la pression de matage sur son flanc. 



3 

2 


1 



EFFORTS SUR LA CLAVETTE 
Résultante des y 

forces de contact 2/3 


Condition 
à respecter 

h 2 * 


Pressions admissibles sur les flancs des clavettes et cannelures (en MPa)* 

Type de montage 

Conditions de fonctionnement 

Mauvaises 

Moyennes 

Excellentes 

Glissant socs charge 

3 à IC 

5 à 15 

10 à 20 

Glissant sans charge 

15 à 30 

20 à 40 

30 à 50 

Fïké 

40 à 70 

«à 100 

SC à 150 


SOLUTION. 


1° Dimensions transversales elles sont normalisées en 
fonction du diamètre de l'arbre. Le tableau duG.D. § 38.121. 
pour un arbre de 30 mm donne 5=10,6=8. 


2° Détermination de ia longueur de la clavette : 

■ Calculer le couple moteur Mo 2 appliqué sur 2 : 

On sait que P=/foz.(o {voir §59.3) 


d'où: 1,5 x1fl 3 = $ 0z x 300 * 2 K 
, 60 

„ 1,5*10x60 — 

$Oz = - ; /^o* = 47,7N.m, 


300 * 2rr 

■ Calculer fa résultante des actions de contact entre 2 et 3 : 

IlSllA- : IQU — — ; llî^ll- 3180 N. 


30x10 


■ Calculer la pression sur un ftanc de ia clavette : 

La surface de liaison clavette/rainure étant plane, ef la pression 
uniformément répartie, on peut écrire {voir § 47.21 ) : 


* 1 MPa= J N/rnirt 2 . 


I ;p- Il Im II ; p - 3 180 
/ x 6/2 /x 4 

■ Choisir dans le tableau ci-dessus une pression admissible 
sur le flanc de la clavette : 

Cas d'un montage fixe, avec des conditions de fonctionnement mau¬ 
vaises, adoptons Patm=40 MPa.‘ 

■ Écrire ta condition de non-matage : 

p<Paùu : — — <- 40 . f > 3 180 _ 

fx 4 4x40 

/ > 19,9 mrn. Nous adoptons / =20 mm. 

■ Vérifier que ~ <2,5: ^=0,7; 0,7 <2,5 

REMARQUE : 

Le calcul de la clavette au cisaillement donne une longueur plus faible La 
condition de non-matage est déterminante. 
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Alm 32 Calcul des arbres cannelés 


Ce calcul s'assimile à celui d’une liaison par clavetie. L’effort 
îangentiel T à transmettre s’exerce sur les flancs des cannelures 
de l’arbre et sur ceux des rainures du moyeu, sur une surface to¬ 
tale théorique S-n. f.k La condition de non-matage s'écrit : 


T 

S' 


^ Patlm 


Cm 

S . L. fljnoy 


Patlrn 


Cm : couple moteur à transmettre (N.mm); Cm= T.R m . 
s’ : surfaœ réelle d’appui par mm de longueur de rantaâ (mm 2 /hm). 

L ; longueur de contact arbre-alésage (mm), 

5 - s‘.L : surface totale réelle d’appui 

: rayon moyen mesuré à mi-hauteur d'une dent (mm). 

Pm '■ pression admissible sur les flancs des cannelures (MPa), 
dépend des conditions d’utilisation (voir tableau § 47.31) 


EXEMPLE : 

Arbre cannelé (série moyenne)* d=52, D- 60, Cm -1 500 Mm. 
Glissant sans charge. D'après tableau § 47.31 : p m -15 MPa. 


SOLUTION : 

■ Calculer la surface totale réelle d’appui : 

. . ^ Cm . . 1,5x10® 

" A*,-»-* ’ * ~ 15x28 ’ 

$'.L& 3572mm ? . 

■ Rechercher sur l’abaque ci-contre la valeur de s' : 

d -52 ; 8 cannelures, série moyenne ; s'= 18 mm 2 /mm. 

■ Calculer L 

L > 3 572 f_ 198,4 mm, 

18 

L > 2,5 d : ne convient pas (difficulté de brochage.. ). 

■ Prendre une série forte : 16 cannelures : 

s'= 36 mm?/mm, I ^3 572 i 3 gg mm convient 
36 

41m 33 Calcul des chapes à œil 

La détérioration d’une chape peut se faire par : 
m traction selon la section $, (casl ), 

■ cisaillement selon la section S; (cas 2), 

■ matage dans l’alésage avec répartition sinusoïdale (cas 3)**. 
Effectuer les trois calculs et prendre la condition la plus défavorable. 

EXEMPLE : 

Vérifier une chape au matage sachant que [| F]| = 1 000 N. 
d= 12, e -10 ; = 12 MPa (glissant sous charge). 

SOLUTION: 

—100CL =to,6 MPa; 10,6 <12. Condition vérifiée. 
>rx12 x 10 

* Voir G.D.§ 38.2 


CARACTÉRISTIQUES GÉOMÉTRIQUES 



n : cannelures 
(ici n = 6) 


Surface soumise 


au matage 


DÉTERMINATION DE s’ 



Sa 


(mm 2 /mm) 


Diamètres intérieurs ü 



Hypothèse de calcul, voir g 4722? 
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48 Traction simple 


48 ■! Hypothèses 


■ Solide idéal : malériau homogène, isotrope, poutre recti¬ 
ligne. de section constante. 


■ Les actions extérieures dans les sections extrêmes sont 
modélisables par deux résultantes A et B appliquées aux bary- 
centres de ces sections, dirigées selon ta ligne moyenne, orien¬ 
tées vers l'extérieur de la poutre. 



48«2 Définition 


Une poutre est sollicitée à ta traction si, le torseur associé aux 
forces de cohésion de la partie droite {II} sur la partie gauche {1} 
de la poutre peut se réduire en G, faarycentre de la section 
droite (5} à une résultante perpendiculaire à (S), dirigée 
vers l’extérieur de la matière, telle que : 


,{Coh E/1 }= 


N*Q;T y =Q;T z =U 


REMABGUE 


,{Coh !W }=-^{Actions ext. à gauche/^ -|4 J 
= -^{Actions ext. à droite/ n }= 


d'où : 


; N=B et /^e=0 


48» 3 Contraintes 
dans une section droite 

Les contraintes cr w ’ dans une section droite {S) sont normales 
à la section et uniformément réparties dans cette dernière La 
valeur de cr w en un point Mde (S) est : 

o M ^ N >0; ct M > o 

O 

a M : contrainte normale en /W(MPa}*. 

N : effort normal (N). 

S : aire de la section droite soumise à la traction (mm 2 ). 

* 1 MPa= 1 N/mm*. 


SOUDE IDÉAL 


1 Ugne moyenne 



Résultante des forces de cohésion 



91 0 (O, x,y, z) lié à la poutre 
Lit (G, x, y, z) lié à la section (S) 


RÉPARTITION DES CONTRAINTES DANS (S} 
Section (S) soumise à la traction 
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48 b 4 Étude des déformations 

48» 41 Essai de traction 
La machine de traction permet d’appliquer très progressivement 
et sans choc un effort de traction F, afin d’étudier les allonge¬ 
ments A f de l'éprouvette: 


■ Porter en ordonnée la valeur de l'effort unitaire R (ou 
contrainte de traction a } en mégapascal (MPa)\ 



F : effort detracticn (en N). 

S 0 : section initiale de l'éprouvette (en mm 2 ). 

■ Porter en abscisse la valeur de l’allongement unitaire e x : 



àf : allongement de l’éprouvetie (en mm) (tig. 2), 
4 : longueur initiaie de l'éprouvette (en mm). 


La courbe obtenue f(e x ) est appelée. courbe de traction, 
elle est pratiquement indépendante des dimensions de référence 
de l'éprouvette. Elfe fait apparaître deux zones : 

• La zone OA : l'éprouvette a une déformation élastique 
L’allongement unitaire est proportionnel à l’effort 
appliqué. Dès que ex est supprimé, l’éprouvette reprend sa 
longueur initiale 4 

Ort reste dans cette zone tant que a<R e mcF e = F c iS 0 **. 


R e est la résistance élastique du matériau (MPa). 

Pour les aciers : 200 « R e 1 000 (MPa). 

a La zone AD. a> R f \ l’éprouvette a une déformation 
plastique ou permanente. L’allongement unitaire n'est plus 
proportionnel à l'effort unitaire appliqué. Lorsque crest suppri¬ 
mé, l'éprouvette ne reprend pas sa longueur 4 

De/ à C : l’éprouvette s’allonge el reste cylindrique. 

De Cà D : ('allongement continue de croître avec un effort f 2 
moins important. Il apparaît un étranglement, ou striction, qui 
s’accentue jusqu’à la rupture en D. 

R r est ta résistance à la rupture du matériau (MPa). 

Après rupture, l’éprouvette a pour longueur /„. On définit 
l'allongement en %. _ _ 

>1% 3 --—— x 100 ; pour les aciers 0 % < /% < 30%. 

4 _ 



* 1 MPa - 10 s Pa T= 1 N Irm \ **F e : force de limite élastique. 
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48.42 Déformation d'une poutre 
dans le domaine élastique 

48.421 Déformation longitudinale 
N 

La contrainte a = —varie linéairement en fonction de l’allon- 

S 0 

gement unitaire s x pour le segment de droite OA C’est la loi de 
Hooke (voir fig. 1). 


(T : contrainte normale de traction (MPa). 

E : module d'élasticité longitudinal ou d'Young (MPa). 
e x : allongement unitaire (sans dimension). 

N : effort normal (N). 

S G : section droite initiale soumise à ta traction (mm ? ). 
Af : allongement de la poutre (mm). 

: longueur initiale de la poutre (mm). 

L'allongement Aé’s'écrit : 


(Y) DÉFORMATION LONGITUDINALE 

rr = E. n x 

Pour tes aciers E = 200 000 MPa 


Domaine 



48 ■ 422 Déformation transversale 
Lorsque une poutre s'allonge dans la direction longitudinale 
sous l'effet de N, on observe une contraction dans la direction 
transversale perpendiculaire. On écrit que : 


e y ~ -v.e x 

Sx : allongement unitaire selon (ft x) (sans unité). 
s y : contraction selon (0, y ) (ou raccourcissement), 
v : coefficient de Poisson. 

Selon les matériaux : 0,1 v 0,5. 

Pour les aciers: v = Û,3. 


( 2 ) DÉFORMATION TRANSVERSALE 



48. 43 VALEURS DES CARACTÉRISTIQUES MÉCANIQUES DES MÉTAUX ET PLASTIQUES* 

Dénomination ef symbole 

mm (MFaJ 

f(MPa) 

Dénomination et symbole 

«mû, (MPa) 

F (MPa) 

Fonte à graptilte lamellaire FGL 200 

zoo 

BOOOÜ 

Acrylcnitrrta - Iwitad mm - Stryfêfte (ABS) 

17 

700 

Fonte à graphite sphéroïdal FGS 600. 3 

370 

170 000 

Polyamide type 0-6 (PA 6/6) 

49 

1830 

Acier mm allié (E 24) S £35 

Z15 

210000 

Pülycarfoonate (PC) 

56 

2450 

Acier allié (25 CD 4) ZSGr Mo 4 

700 

210 CDD 

PoïytitrafluDroélttylène (PTFE) 

11 

400 

Bronze : Cu Sa BP 

390 

100000 

Polystyrène (PS) 

35 

2800 

Ctipro-alüjîjînltiin Cli Al 10 Ni £ Fe 4 

zso 

1Z2500 

PtjlytJiïGnire de vlnyie (rigide) PVC U 

35 

2450 

Duralumin AW-Z017 (AI Cu 4 Mg Si) 

240 

12 500 

Phénoplaste (bakélite) PF 21 

25 

7000 

Alpai A 513 

80 

74500 

Époxyde ( ara 1 dite) 

2fi 

2450 


Voir autres valeurs G.D. chapitre 56 























































137 


48 «5 Condition de résistance 

Pour des raisons de sécurité, la contrainte normale doit rester 
inférieure à la résistance pratique à l'extension R pe {w\\ 

fig. 1, page précédente}. La condition de résistance est : 


On définit R pe (MPa) par te quotient suivant : 



R e : résistance élastique à l’extension (MPa). 
s : coefficient de sécurité (sans unité). 


48 « 6 Condition de déformation 

Pour des raisons fonctionnelles (problèmes d'alignement 
d'appuis, cahiers des charges.,.), il est parfois important de limi- 
1er rallongement. Il doit rester inférieur à une valeur limite : 

à/ 1 ijm- 

|a/| « A/ lût, OU - — « A/' fan 

E.S 


Coefficient de 

sécurité (s) 

Conditions générales de calculs 
(sauf réglementation particulière) 

1 t Sà2 

Cas exceptionnels de grande légèreté. 

Hypothèses de charges surévaluées. 

2à3 

Construction m l'cn recherche la légèreté {aviation) 
Hypothèses de calcul la plus défavorable (charpente 
avec vent ou neige, engrenages avec une seule déni 
en prise...). 

3 à 4 

Bonne construction, calculs soignés, haubans fixes. 

4 à 5 

Construction courante (légers efforts dynamiques non 
pris en compte. Treuils.) 

5 à 8 

Calculs sommaires, efforts difficiles a Évaluer (cas de 
chocs, mouvements alternatifs, appareils de levage, 
manutention). 

S à 10 

Matériaux non homogènes. Chocs, élingues de levage. 

10 à 15 

Chocs Ires importants, très mal connus (presses). 
Ascenseurs. 


CONCENTRATION DE CONTRAINTE 


48 ml Géométrie non parfaite * 

Si le solide présente des variations brusques de section, 

dans une zone proche de ces variations, fa répartition des 
contraintes n'est plus uniforme. If y a concentration de 
contrainte, la contrainte maximale est : 


loi ma* - Ki ■ Ici nom ; t<K t <3 



K t : coefficient de concentration de contrainte de traction. 
cr r!tim : contrainte normale nominale (<r nom = ^ }. 

ù 

K/est fonction de la forme de la pièce (circulaire ou plane) et 
de Ja nature du changement de section (épaulement, gorge, 
alésage, etc.). 

Les valeurs expérimentales de sont données par les 
graphiques §48.8. 


Pour un filetage ISO triangulaire :Kf ~ 2,5 


Les matériaux ductiles sont peu affectés par les 
concentrations de contraintes. Les matériaux cassant 
y sont très sensibles. 

* On dit que le solide est réel. 


Méthode de calcul d'un solide réel 
1* Calculer I tri rom. 

2° Analyser la nature de la géométrie, (épaulement, gorge...), 
section circulaire ou prismatique et choisir la courbe § 48.8. 

3°Calculer: 0 , ou - . 

d d d 

4° Déterminer ta valeur de Kf correspondante. 

5° Calculer lolmax-/Cnmnoin- 
5° Écrire la condition de résistance : 

ai ma* R pe . 
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48*8 COEFFICIENTS DE CONCENTRATION DE CONTRAINTE K, * 


Arbre de section circulaire épaulé 



Arbre de section circulaire avec gorge 


Ki 



Exempte : £ = 0,125 ; g = 1,05 ; K,= 1,7 


Plaque plane avec changement de section 



O'apfès CETIM. 


















































































































139 






Piaque plane percée d'un trou sur Taxe de symétrie longitudinal 


Flaque plane percée d'un trou à une extrémité 


^ ' ma* - Kf I ^noro I 

. I_ INI Q . * 

I ^rrom I — q S — h - B 


ï^msx — ^ l^norrJ 
lo-!nom=“ J S = (H-d)e 


Exemple: ^ = 0,125 =1,05; K f “1,8 


l^lmax — ^nonJ 
Mn OT = ! | l S = (f-d)e 


Exemple: “ = 0,2 ; K t ~ 2 T 6 

ri 
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48 «9 Exemples 


SCHÉMA DE L’INSTALLATION 


48-91 Vérification d'un tirant 

Un profilé IPN, sert de chemin de roulement pour un palan. Il est 
suspendu par 3 tirants de 010 mm et de longueur 400 mm. 
Ces tirants sont en acier de résistance élastique R e - 240 MPa, 
de module d'Young : £ = 2.1û 5 MPa. Le coefficient de sécuri¬ 
té est : s 8 (appareil de levage, voir tableau § 48.5). Le tirant le 
plus chargé supporte une charge verticale de 600 N. L'allon- 
gemert ne doit pas dépasser 0.5 mm. 

1“ Vérifier que ce tirait peut supporter cette charge dans des 
conditions satistaisantes de sécurité. 

2 ° Vérifier que l'allongement reste acceptable. 

RÉPONSE : 

Le calcul se fait selon la méthode définie à la page 
suivante. 1 est une poutre soumise à deux résultantes 
opposées A 3/1 et fi 3/1 : (sollicitation de traction). 



1 a Vérification de la résistance à la traction : 

ZONE 1 : SOUDE tDÊM.: 

La contrainte nominale est : |c nom | ” 

û 

L'effort normal est : ||WJ| = |Mw|| = 600 N 

■ Calculer ta surface soumise à la traction et la contrainte : 

„ nd / nx 10^ , 

:—=78.54 mm 2 
4 4 


d'OÙ : 


lo-ncm! - - 7.64 MPa 


m Calculer la résistance pratique à l'extension, R pe : 

/? ps =| = 240 flp»= 30 MPa 

■ Écrire la condition de résistance : 

| cr ri0 ni| ^ R pe 7,64 <30 

Dans la zone 1, le tirant convient. 

ZONEZ.SOUÜEHÉR: 

■ Calculer la surface soumise à la traction : 

d 3 = d-1,2268 p ; p= 1.5 pas)* 

tf 3 =8,15 mm ; S, =^-~-= 52,3 mm 2 

* Calculer la contrainte nominale dans la zone 2 : 

IC nom| = |j®L = 1 1 .47 MPa. 

Oé. ,o 

La concentration de contrainte an fond du filet est ■ K, = 2,5 
(voir §48.7). 

B Calculer I 0\msj = Kf t f crnom: 

|<7l raax = 2,5 X 11,47 
|c) Ræx = 28,68 MPa. 



"VeirG.D. §30.31. 
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■ Écrire la condition de résistance : 

28,8<30 

Dans ia zone 2, le tirant convient. 


2 e Calcul de vérification à la déformation : 

, , |a/U 0 

Allongement d'après § 48.42 : ! Ad = 


ÎA^! = 


600 x 400 
2 X IC 5 X 78,65 


e.s q 

= 0,015 ; 0,015 <0,5 : acceptable. 


48«92 Enveloppe cylindrique mince 
Les vérins d'une presse hydraulique, par exemple, sont ali¬ 
mentés par de l'huile sous pression, circulant dais des canali¬ 
sations. ce qui provoque des contraintes en leur sein 

PROBLÈME : 

r Établir la relation donnant la valeur de o> en fonction de : 
Pcft. 4 e(voirfig, 2). 

2° Déterminer la valeur : edu tube pour qu'il résiste en toute 
sécurité à la presston effective. 

On donne % = 15 MPa*, d- 10 mru, s = 5, R e - 280 MPa* 

RÉPONSE : 

1° Le demi-tube (I) isolé est en équilibre sous l'action : 

■ De la résultante R des d/, dues à ia pression : 


R - Peff * E • d 


p m : pression effective (MPa) avec p ett = p, - p ?im . 

Pi : pression intérieure du tube (MPa). 

p m : pression atmosphérique s'exerçant sur le tube (MPa). 

L • longueur du demi-tube isolé (mm) 
d : diamètre du îube (mm). 

■ Des forces de cohésion dans la section diamétrale (S-, ) dont 
la résultante en 6 est normale à (Sj ). 


N - X tTv.ds 
(Si) 


Avec H + R -0 : sur (O, x)X c- x .6s - p^.L.d- 0 

a x - Cte d'où : ov 1 ds - p ë ,.L.d-Q 
* (Si) 611 

Xds = 2.e.L tr x .2e.L-p ett .L.d=0. 

(Si) 

La valeur de la contrainte est: 


(r. 


Pe« 


2e 


(?) MÉTHODE DE CALCUL DE VÉRIFICATION* 

Faire l’inventaire des données connues : 
efforts, géométrie (£?/), matière (R e , E) 

i — 

Modéliser le sofide (poutre rectiligne) 


Déterminer la nature de la sollicitation 



Calculer ia contrainte 
due à ta traction 

u j m 

Monôme - 


Caiculer l'a 

longe ment 

dû à la traction 

|A^| = 

llA/IUo 


E . Sq 



(Y) ISOLEMENT D’UN DEMI-TUBE (f) 


(r x : contrainte normale selon (G, x ) (MPa). 
e . épaisseur du tube (mm). 
d : diamètre du tube (mm). 

Pm : pression effective (MPa). 

’ 1 MPa = 1 M/mm ? = lObars ** Voir § 49 8 pour la méthode de détermination 
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On démontre aussi que; 

I o>i = p elf . -4- 

...4e_ 

On constate que a* est le double de a 2 , nous ne calculerons par 
la suite que a x . 

T Calculer l'épaisseur du tube : 


Calculer la contrainte déterminante 


O* = Pe fl . 


2e 


; re¬ 


calculer R 


15x10 

2xe 


pe ■ 


Rfe = = 56MPa 

€ ^ 

■ Écrire la condition de résistance pour un solide 

parfait : (zone éloignée des extrémités du tube et de ses (taisons 

avec les solides voisins. Coefficient d'assemblage égal à 1 ). 

„ 15 xlû „ 

-^56 


d'où 


1,33 mm 


* 2xe 

15x10 
2x56 

e: 1,5 mm. 

Vérifier tes hypothèses de modélisation : 


Une enveloppe est considérée comme étant mince si la 
condition : (L > 20 est respectée. 

G 

Calculer : r=|- ; r= JS- =6,6. Condition non vérifiée, C'est 
une enveloppe épaisse 1,5 

Pour un calcul plus précis, il faut changer la modélisation géo¬ 
métrique. Pour les enveloppes épaisses : 


D*+D% 
Peil > —- 

DÎ-D 2 j 


^ R pe 


avec 



O-, : diamètre intérieur de l’enveloppe (mm). 

D e : diamètre extérieur de l'enveloppe (mm). 

Peu : pression effective dans l'enveloppe (MPa). 

R pe : résistance pratique à l'extension du matériau (MPa) 


48« 93 Enveloppe sphérique mince 

De la même façon, la résultante R des forces de pression est ; 



L'épaisseur : e pour une enveloppe sphérique réelle est ; 


p e»- tf +ç 
43. Rpe 


{voir tableau) 


ENVELOPPES MINCES RÉELLES SOUMISES 

À UNE PRESSION INTÉRIEURE 


- ^ Assemblage par soudure 

VA 

i \ Faces de contrôle 

1 I Tl 

\ Poff J 

\jjS?y 

**%.*„. +c (avec ë-> 20) 

c : surépaisseur de corrosion et d'irrégularité {1 à 3 mm) 
a : coefficient d’assemblage lié à la solution technologique 

Valeurs du coefficient d'assemblage : a 

0,39 

Soudure non contrôlable à rentiers. 

Rivetage sur un seul rang. 

0,6 

Soudure contrôlable sur les deux faces pendant 

l'exécution. 

Rivetage sur deux rangs. 

0,75 

Soudure contrôlable sur les deux faces après exécution. 

0,84 

Rivetage avec trois épaisseurs de tôle et quatre 

rangées de rivets. 

0,9 

Soudure contrôlée aux rayons X el recuit. 

1 

Réservoir, tube, sans joint. 


ISOLEMENT D’UNE PARTIE (I) D’UNE ENVELOPPE 
SPHÉRIQUE 



dues à la pression effective 


R : Résultante des forces 


Partie (J) 


R = LÛf; 
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48» 10 Les composites 

Ce sont des solides réels car les matériaux qui les composent 
ne sont ni homogènes, ni isotropes (leur résistance et leur 
déformation varient selon la direction des efforts) {voir fig. 2). 

Ils sont constitués de deux éléments* (voir iig. 1). 

■ Le renfort {généralement des libres) qui supportent l'essentiel 
des efforts. 

■ La matrice qui assure le lien entre les fibres. 

Les matériaux composites unidirectionnels sont caractérisés par 
des fibres disposées parallèlement les unes par rapport aux 
autres. La résistance à la traction est maximum lorsque la 
direction des efforts est selon celles des fibres. Dans ce cas, en 
supposant que l'adhésion fibre-matrice est bonne, rallongement 
unitaire de chaque composant est identique. La charge appliquée 
est partagée entre les fibres et la matrice. La contrainte a c 
(en MPa) sur la composite est : 

*r e = Vf.Vf + cr m (1 ~ Vf) _ ' 

<Tf : contrainte dans les fibres (MPa). 

Vi : taux de volume en fibres (en %). 
o-ff, : contrainte dans la matrice (IVfPa). 

Le module d’Voung E c (MPa) est donné par ta relation : 

£ e mEÏ.V, + E m { 1 - K f ) _ 

E f : module d'Young des fibres {MPa). 

V t : taux de volume en fibres (en %}. 

F m : module d'Young de la matrice (MPa). 

REMARQUE : 

Si la charge est appliquée obliquement par rapport aux fibres, 
la résistance chute rapidement 



Exemples de taux de volume en libres : V, 

Verre - Époxy 

60% 

Verre - Polyamide 6-6 

30% 


(5) ORIENTATION CHARGE - FIBRE 



CARACTÉRISTIQUES COMPARÉES DES ACIERS, ALLIAGES ET COMPOSITES 


Nature 

»/ 

(MPa) 

E 

(MPa) 

A 

(%) 

T 

Limite 

ra 

v, 

(%) 

Nature 

(MPa) 

E 

(MPa) 

A 

(%) 

r 

Limite 

(*C> 

v, 

Acier 35 CrMo4 

1 000 

200 000 

11 

600 

« 

Aluminium AU4G 

400 

72 000 

6 à 10 

200 

- 

Polyamide 6-6 

49 

2000 


BO 

- 

Sic-Aluminium 

700 

105 000 

0,65 

400 

35 

Verre-Polyamide 

ISO 

10 000 

1.5 

m 

30 

Bore-Titane (TA6V) 

1 000 

260 000 

0,4 

650 

40 

Verre-Ëpoxy 

2 000 

63 000 

3,5 

160 

so 

Carbone-Carbone 

50-1 BO 

20 000 

3.3 

2 500 

3U 

Keular-Époxy 

1 600 

75Û0Ü 

2 

160 

60 

AI2 03-Vetre 
(Pyrex) 

220 

150 000 

0,2 

550 

30 

Avec : H r : résista 

nce min à la rupture - E. module rTYoung - A : allongement en % * T : température limite. 


* Vcir G.D. chapitre 58 pouf compléments d'information. 
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49 Compression 
simple 

49 «1 Hypothèses 

Le solide est idéal : matériau homogène, isotrope, poutre rec 
tiligne et de section constante, de forme voisine du carré 
{b ^ 1,5 a). Les sections circulaires conviennent parfaitement. 
La fongueur / doit être comprise entre 3 et 8 fois ta dimension 
transversale la pius faible pour éviter le risque de flambage 

Les actions extérieures dans les sections extrêmes sont 
modélisables par deux résultantes A et B appliquées aux bary- 
centres de ces sections, dirigées selon la ligne moyenne, vers 
l'intérieur de la poutre. 

49»2 Définition 

Une poutre est sollicitée à ta compression si, le torseur associé 
aux forces de cohésion de la partie droite (II) sur la partie 
gauche (I) de ta poutre peut se réduire en G. barycentre de la 
section droite {S), à une résullante perpendiculaire à (S) 
dirigée vers l'intérieur de ta matière, telle que : 

JV*ü;r, = 0;r,=0 

?):<*«” 



49 b 3 Contraintes 
dans une section droite 

Elles sont normales à (S) et uniformément réparties dans cette 
dernière. La contrainte <%(MPa)* a pour valeur : 

ain= " avec WcO; cfm< D 
_ S ___| 

N : effort normal (N). 

S : section droite soumise à la compression (mm 2 ). 

49 b 4 Déformation d'une poutre 

Dans le domaine élastique, tes contraintes et les déformations 
sont proportionnelles**. Le raccourcissement A i (mm) est ; 

Al = ; N<0 A/<0 

_ S _ 

H : effort normal (N). 

4 : fongueur initiale de la poutre (mm). 

5 . section droite soumise à la compression (mm 2 ), 

E ; module d'élasticité longitudinal (module d'Young) (MPa).*** 

*1MPa=1tWnm z . 


SOUDE tDÉAh. 




f * 

r A 

ÏÏZIZl 

CO 



Section rectan< 

gui aire b « 1,5 a 


Section circulaire 




\ Ugne moyenne 

t - ï —— 


A I y x 


3d < L < Bd 


Résultantes des actions extérieures 


ISOLEMENT D'UNE PARTIE (I) D’UNE POUTRE 
Résultantes des forces extérieures M à .gauche” 


Forces exercées par IL/I 



\y v ~ , 

. _\ 

^ pui 1. MJ J 

î 

Résultant 


51 . 

J (O 

(Tl) x 

tes des forces de cohésion\ 

Section (S) 

avec : {Coh,,/,} = - {Actions à gauche/,} = - {4 

G G qi 0 J 


N^-A ; = O 

RÉPARTITION UNIFORME DES CONTRAINTES 



DÉFORMATION D’UNE POUTRE 

Y 11 __ x 0 : Longueur totale (avant déformation) 


A/: Raccourcissement , 


U 


A - j 

I e ) 

-N N 

1 



Section droite après déformation 


Section droite avant déformation 


** Voir loi de Hoote § 48421 


*** Voir valeurs de f § 48 43. 
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49 «5 Condition de résistance 

Pour des raisons de sécurité, la contrainte normale doit rester 
inférieure à la résistance pratique à fa compression fljPC- 
On définit fî fC par le rapport suivant : 




Rec 

S 


R ec : résistance élastique à la compression (MPa). 
s : coefficient de sécurité {sans unité). 

La condition de résistance est ; 


[cl 


pc 


I»! ^ „ 

— - R pc 


u Les aciers doux et mi-durs ont !a même résistance élastique 
R e en traction et en compression * 

• Le béton et la fonte ont des résistances élastiques très diffé¬ 
rentes en traction et en compression, ainsi que tous les maté¬ 
riaux non homogènes et non isotropes. 

■ Si !e poids de îa poutre verticale n'est pas négligeable 
(câbles d'ascenseurs de grands immeubles, piles de ponts, che¬ 
minées d'usine...), (a condition rte résistance est ; 


'N I + lfl 

S S 


=£ R 


(PC 


P: pot 


la poutre (N). 

49»6 Solides réels 

Ce sont des solides qui s'écartent des conditions idéales. 

SECTIONS BBUSOtlEMENT VARIABLES : 

La section est de forme proche du carré ou du cercle, comme en 
traction, dans les zones de changement de section, la répartition 
des contraintes n'est plus uniforme. Cette concentration de 
contrainte est peu dangereuse en compression ; elle est, 
en général, négligée. 

SECTIONS TRÈS PLATES: 

Dans le cas d'une poutre plate (par exemple b~ 10 a), si 
Zb< L < 8b, on a : 30a< L < 80 a. Sous l'action de W, la poutre 
fléchit selon RMS, (a sollicitation de flambage** rem¬ 
place la compression simple. 

SOUDES TRÈS MINCES: 

Si h devient très petite, on n'obtient plus de déforma¬ 
tion significaiive, Tout se passe comme si on maintenait ta 
pièce latéralement par des parois solides. La sollicitation de 
compression est remplacée par du matage,*** 

* Voir vateus de R e peur différents n-aiêriaux § 48.43 et G.D. chapitre 56. 


Dosage 

(kg/m 3 ) 

Bétons non contrôlés 

Bétons contrôlés 

Compression 
(en MPa) 

Traction 
(en MPa) 

Compression 
(en MPa) 

Traclmn 
(en MPa) 

250 

15 

1.5 

18 

1,8 

400 

25 

2 

30 

2,4 


RÉSISTANCE ÉLASTIQUE DU BETON 


Les valeurs ci-dessous sont fonction des dosages en kg de 
ciment par m 3 de béton en place après 28 jours d’âge. 


RÉSISTANCES ÉLASTIQUES DE LA FONTE 


Nuance 


FLG 150 


Ft 15 


À la compression (MPa) 


150 


150 


Poutres 

verticales 


Contra iule 


Délormalior 
(si S est constant ) 


Poids négligé 


loi 


1*1 

S 


E+S 


Â ta traction (MPa) 


2û 


20 


Poids propre F 
non négligé 


. • H] |F| 

I cri a —+ - 
S S 


B.S 2 E.S 


SOUDES DE SECTIONS BRUSQUEMENT VARIABLES 


-N 



(peu dangereuses en compression) 



V///AÏ////X 


h «d 



de matage 


Voir §55.5. ‘"Voir chapitre 47. 
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49«8 Méthodes de calculs en traction-compression 


Il existe deux méthodes de calculs en traction ou compression. 

■ Le calcul de vérification : les efforts sont connus, l'organe est 
déterminé {dimensions matériaux connus) et on vérifie s'il convient. 
Si cela n'est pas te cas, on calcule de nouvelles dimensions, et/ou on 
change de matériau. 


■ Le calcul de détermination . les efforts sont connus (par 
exemple), le matériau est déterminé et on calcule les dimensions 

Dans les deux cas, on peut faire soit un calcul de résistance 
(contraintes déterminantes), soit un calcul de déformation 
{déformations déterminantes) soit les deux types de cafcui. 


calcul de vérification (voir exemple § 48.91) ; 



calcul oe détermination (voir exemple § 48 92) : 


Calcul de résistance : |a«| s R pe ou | crawl s R pc 

Calcul de déformation : a/ eg a/ llm N, ‘ / D « a /, im 

f.So 

On connaît : 

■ Letton N 

■ In matériau 

On connaît : 

■ L'effort \N\ 

■ Les riimensions 

transversales 

On connaît : 

■ Les dimensions 

transversales 

■ Le matériau 

On connaît : 

■ L'effort, N | 

■ Le matériau 

(module F) 

■ La longueur 

^ ^ Mm 

^ On connaît : 

■ L'effort j H | 

■ Les dimensions 

transversales 

■ La longueur 

et A / m 

On connaît : 

fl Les dimensions 

transversales 

■ La longueur 

■ Le matériau (5} 

et û/'ibn 


On calcule : 

On calcule : 

On calcule : 

On calcule : 

On calcule : 

On calcule : 

■ Les dimensions 

■ fl, (ou fl OT ) 

fl La force max que 

■ Les dimensions 

fl Le module 

fl La force max que 

transversales 

4 « 

puis Ap, (ou fl p C ) 

fl J# 

R pt * — 

peut supporter l'organe 

l_ T * Rp * 

transversales 
""■'•«a ». 

mfoong E 

: w l - ^ 0 

peut supporter l'organe 

| •( 

!manj ^ 

5 

« 1 N 

F. S 

S*A /(Un 

Ssfclü- 

Rpe 

D'où ü ou b et Ij 

On choisit le matériau 

! N ma* 1 ^ Bps- S 

S, 1*1- A 

/ Hm 

On choisit té matériau 

^ B 
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50 Cisaillement 
simple 

50 «1 Hypothèses 

Le solide est idéal matériau homogène, isotrope, poutre rec¬ 
tiligne de section constante, avec pian {n) de symétrie vertical. 

Les actions extérieures sont modélisables en A et B, situés 
dans (jt), par deux résultantes verticales i?et fi. directement 
opposées, situées dans le plan de cisaillement (P) perpendicu¬ 
laire à ta ligne moyenne. 

:1; {b- w }- 




B 

MOI 


50*2 Définition 

Une poutre est sollicitée au cisaillement si le torseur associé aux 
forces de cohésion de la partie droite (II) sur la partie gauche (T) rte 
la poutre peut se réduire en G, barycentre de ta section 
droite (S), à une résultante située dans le plan (S), telle que : 

7 m 7™ «mnr,*' ut,7T~ 

Cl n/9t(C, * y, r) : 

g1oJ /^ B 0 ;/% r = 0;/%=0 


G 


11 /] 


remarques 


%{Coh| W }= -^{Actions ext. à gauche/j}=-|^J 
= + c {Actions ext. à droite/n}= J|} 


r G =o 


m Dans la réalité, A s'exercej une distance ax, très petite, du 
plan (P) dans lequel se situe B et un faible moment de flexion, 
selon (6. i) , apparaît (majorer le coefficient de sécurité). 
Algébriquement : = - li A II . a x. 

50 «3 Contraintes 
dans une section droite 

Les contraintes tangentieiles r« sont sensiblement uniformé¬ 
ment réparties dans une section droite. On définit une contrainte 
moyenne t m égale à % supposée uniformément répartie : 


r - T 
- S 


t my : contrainte tangentielle moyenne (MPa)’ 


T : effort tangentiel (ou tranchant) (N). 

S : section droite soumise au cisaillement (mm 2 ). 



Résultante des forces de cohésion (ll)/(ï) 


Section de la coupure (S) 





O 


yU 

'! 

Âi 


K 


(M) 


Résultante des forces “à gauctie7(I) 


CAS RÉEL 


J 

0 

Résultar 

Py 

A 


r 

r 

(ï) 

,g (iil 

v . / 




rte des 

—>T 

Partie (II) 

^ — --V 

forces e) 

<*■/(!) 

c Partie (I) 


C0NTRA1NTES DANS UNE SECTION 

ltT W ,!l = ilT Mz il=. “UTmoyll = Cte 

Section soumise au cisaillement 



1 MPa -1 N/mm : 
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50«4 Étude des déformations 

50*41 Essai de cisaillement 

L'essai de cisaillement fait apparaître, comme pour la traction, 
deux zones : 

- La zone CMje déformation élastique ou domaine élastique 
(la charge F est proportionnelle au glissement transversal 
Aydes sections droites S/S 0 ) ; 

- La zone ABC de déformation permanente, ou domaine 
plastique. 


50*42 Déformation d'une poutre 
dans le domaine élastique 

On définit le glissement relatif y par te rapport : 



A y : glissement transversai entre deux sections (S) et {S 0 } (mm). 
A x : distance entre deux sections (S) et (S c ) (mm). 

La toi de Hooke établit la proportionnalité entre les contraintes 
tangentielles et le glissement relatif : 

T way = Y 

v m *\ contrainte tangentiel te moyenne (MPa)*‘. 

G : module d'élasticité transversal (de Coulomb) (MPa) 
y : glissement relatif (sans unité). 

On paît écrire aussi: 

777m I 

L _ s 

T : force tangentieîle (N). 

S : aire de la section soumise au cisaillement {mm2). 

G : module d'élasticité transversai (de Coulomb) (MPa). 

Ay : glissement transversal entre (S) et (S c )(mm) 

A x: distants entre (S) et (S 0 ) (mm). 

G, au même titre que E, est une constante caractéristique du 
matériau, déterminée paressais 


COURBE CARACTÉRISTIQUE DE L'ESSAI 


Support mobile 



DÉFORMATION D'UNE POUTRE 

(S) : Section droite avant déformation 



Matériau 

Pïexiglass 

Verre 

Alpax 

Duralumin 

Laiton 

Fontes 

Bronzes 

Aciers 

Acier 

à ressort 

Valeur de G 

en (MPa) 

11 000 

28 000 

32 000 

34 000 

40 000 

48 000 

80 000 

84 000 


'ürelati. “* 1 MPa= 1 N/Ttït» 2 . 
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50» 5 Condition de résistance 

Pour des raisons de sécurité et d'incertitude sur les hypo¬ 
thèses (le cisaillement pur n'existe pas}, la contrainte tangentieile 
doit rester intérieure à la résistance pratique au cisaillement (ou 
au glissement}. 


Or défini! la résistance pratique au glissement par le quo¬ 
tient de ia résistance élastique par ie coefficient de sécurité s 
(voir valeurs au §48.5). 



P Fg . résistance pratique au glissement (MPa). 
R m : résistance élastique au glissement (MPa). 
s : coefficient de sécurité (sans unité). 

La condition de résistance s'écrit ; 


| T rao» i ^ R pg OU 



R 


PS 


50 b 6 Exemples de calculs 


50» 61 Détermination du diamètre 
d'un clou cannelé CTR 1 


Une tôle 1 est fixée au support 2 par un clou cannelé 3. La force 
F exercée sur la tôle est de 4 000 N, dans un pian parallèle à 
ses faces. La résistance pratique au glissement du clou cannelé 
est/? ps =50MPa. 

Calculer le diamètre du clou cannelé 

r Modéliser les efforts et rechercher la sollicitation : 

L'isolement du clou montre qu 1 il est soumis à 2 forces opposées 
perpendiculaires à ia ligne moyenne. C'est du cisaillement 


2 e Calculer la contrainte, écrire la condition de 
résistance : 


!r| = 



Irf 


pg 



3° Calculer le diamètre minimal 


0* =» .ÜIL 

xRpg 

i>L_4JOO ^ ^uyjgmm ; prendre 12 mm. 

?rx5G 



du clou : 




ASSEMBLAGE PAR CLOU CANNELÉ 


RELATION tNTRE LA RÉSISTANCE ÉLASTIQUE 

À LA TRACTION (ft e ) ET T A RÉSISTANCE ÉLAS¬ 
TIQUE AU CISAILLEMENT OU GLISSEMENT (R^) 

Matériaux 

Relation 

Ratifie) 

Acier doux =£ 270 MPa) 

Alliages d'aluminium 

^=8.5»* 

Aciers mi-durs 
(320 «ff,* SBOMPai 

fteg 9 

Aciers ûm {R e 600 MPa) 

Fortes 

Reg = 

Relation générale R eg - f[R e ] 

o R k - 

* n*7 * 0 ' R~ c 

R ec : résistance élastique à la compression 


ISOLEMENT DU CLOU CANNELÉ 

Résultante des actions de contact de 1/3 



d'où : 


ou effort tranchant en B 
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5ü«62 Vérification d'une goupille 

La liaison en chape de 2/3 est réalisée par une goupille 1 de 
d-8 mm de résistance pratique au cisaillement R ps =24 MPa. 
La charge appliquée est ||fj|=2QÜ0N. 

Vérifier si le diamètre de la goupille convient. 


■ Isoler la goupille 1 : elle est soumise à un double 
cisaillement (tig. 2) (deux sections cisaillées} 


Ecrire ta condition de résrstance : 




2 section s cisaillées'l : 

83= 


M 



2 x 2 000 g ^ j jg. j a C0n( jjfj 0n ^ fési S f artC e est 


/rx24 


vérifiée. 


50» 63 Détermination 
d’une liaison collée 

Déterminer la longueur minimale du cylindre de collage mire 1 et 
2, sachant que son diamètre est 20 mm, que la force F appli¬ 
quée est 20 000 N et que la limite à la rupture au cisaillement de 
lacofle est /?^=15 MPa* 

■ Rechercher ta sollicitation : le film de colle est soumis 
à des forces opposées qui tendent à faire glisser les sections 
cylindriques les unes par rapport aux autres. C’est du cisaille¬ 
ment 

■ Calculer la contrainte tangentielte j| frôy\\ ■ 

l|f^ y ||=tiIÜ=_llË—avec IDIMIfl! 

^ jt. d. /Uni 

■ Écrire la condition de résistance : 


uni 


j| ^moy || ^ Rrg cTûÙ : 

7t*d. fi 

La longueur minimale de l assemblage collé est : 


p _ lï ' il 
t Km-——‘ 


jr.tf.fi 


re 


Applrcation numérique : 
P > 20 OOP 

nrx 20 x 15 


4^21,2 mm 


rg 


REMARQUE : 


(?) LIAISON EN CHAPE 2/3 

3 2 



Résultantes des actions de contact de 2/1 



LIAISON DE 1 ET 2 PAR COLLAGE 

1 



ISOLEMENT DE L’ARBRE 1 

Résultante des forces 



■ À la sollicitation de cisaillement viennent s’ajouter la résistance ■ le principe du calcul reste valable si 1 et 2 sont liés par bra- 

au pelage** qui sollicite les bords du joint de colle et la résis- sage et non par collage, 

tance aux agents chimiques. Il y a donc lieu de surdimensionner 
largement le résultat ci-dessus (ex.. le multiplier par 2). 

‘ 1 MPa -1 N/mm?. ** Voir G.D. chapitre 29. 















































































151 


APPLICATION 1 : 

Détermination d'une liaison collée soumise à un couple. 

La solution coïtée offre une alternative intéressante pour réaliser 
une liaison encastrement entre un pignon denté et son arbre ; 
réduction do ccût de fabrication et de montage. 

Après polymérisation, la résine transmet le couple tout en 
assurant la démonlabiiité. 

Toutefois, la température de fonctionnement doit rester inférieure 
à 150 n C. 

DONNES : 

Figure ci-contre. Couple à transmettre C t = 8 N.m. 

PROBLÈME : 

Évaluer la faisabilité de cette solution. 

RÉSOLUTION: 

■ On calorie la contrainte d’utilisation par la relation : 



EMMANCHEMENT COLLÉ 


Température de service t s = 70 “C 


Couple 




11 ___ Arrachement 

ü - - * 

Arbre C 35 
Pignon 42 Cr Mo 4 


L = 12 


0 16 H8/f8 
Colfé Loctite* 638 


Résistance au cisaillement T n ** 

Résine polymérisée 

603 

G3S 

T FT (MPa) 

20 à 32 

22s40 


Chaque terme se relève ci-contre ; on obtient : 

Résine 638 r p = 22 à 40 MPa (effectuer deux calculs). 
Matériau : = 0,9 (acier allié). 

Jeu : f 2 -1 (016 H 8/f8 > jeu moyen 0,043 mm). 

Rugosité : /g = 1 (Ra = 1,6 p.m). 

Tempéraiure : / 4 = 0,8 (/ = 70 °C). 

Forme : / s = 0,9 = - j| = 0,75 et D = 16 mm). 

On trouve r w = 14,2 à 25,9 MPa. 

■ Couple transmissible sans à coups : 

C 0 = T W .S.y avec S~rr.D.L{ surfacecoliée). 

Comme r w = 14.2 à 25,9 MPa, D = 16 mm, L = 12 mm ; 
Cq - 68,5 à 125 N.m. 

NOTA: 

Des charges dynamiques, fréquentes, conduisent à minorer ces 
valeurs en les ramenant, par expérience, à 33 % environ pour un 
couple et 12 % pour un arrachement. 

On en déduit le couple dynamique transmissible : 

22 8 

Crfyn min = 22,8 N.m (sécurité s = g = 2,85). 

NOTA: 

La résine supporte un effort d’arrachement N : 

N= r^.rr.D.L. 0,12 
= 14,2 x 7T x 16 x 12x0,12 
= 1028 N. 


FACTEURS CORRECTIFS AVEC LOCTJTE* 638 


Matériaux 

h 

Jeu (mm) 

h 

AviKr 

1 

!... 0,09] 

1 

Acier allié 

0.9 

\m ç.isj 

0,9 

Acier inox 

0,5 

ie r is o, 2 i 

0,8 

Fontes 

0,9 

Alliages Cu, Alu 

0,5 

10,2 0,251 

0,6 

Revêtements irrigués, 
ca émisés 

0,45 

]e,Z5 0,31 

0,5 

Rugosité Ra (|xm) 

^3 

Temps de service 

U 


1 

J...20 XJ 

1 

120 50 °C] 

0,9 

11.6 5J 

1,2 

m 

ne 

im se “Ci 

0,7 

15 6.31 

1.4 

|80 90 “Cl 

0,6 

190 100 “CI 

0,5 


Forme 



choisir f b = O t 5 


* Convention de partenariat LDCTITE ÉDUCATION NATIONALE signée en 1992. 

rv. - -i - rr,i-- , ■ nPTiTr 



























































































152 


APPLICATION 2: 

Détermination d'une liaison frotlée-coilée ou pressée-collée. 

Pour transmettre un couple important, la solution consistant à 
réaliser un emmanchement serré renforcé par collage, réduit 
fortement !e coût de la réalisation (suppression de clavette, 
cannelures, usinages moins précis..) 

L'emmanchement peut s'effectuer à chaud (frotté-collé) ou à 
froid (pressé-coilé). 

La température de fonctionnement est limitée à 150 °C. 

DONNÉES: 

Roue sur axe (figure cotée ci-contre). 

Couple à transmettre C = 7,53 N.m. 

PROBLÈME : 

Évaluer les couples transmissibles par le frettage seul et ta solution 
« pressé-coilé ». 

SOLUTION: 


ASSEMBLAbc pressé-colle 
Température de service t s - 60 U C 



Couple transmissible par le frettage seul : 


Areu* — p.S.ft. — p. n.D^. ., 


p = 15 MPa (calcul ci-contre), 

S = 7 t.D.L = tt x 10x20 mm 2 . 
fi - 0,2 (fadeur de frottement estimé). 

D'où : C| reBe = 9,4 N.m (frettage seul). 

■ Couple transmissible par la résine 638 
^colle ~ T vv ■ y 

OÙ T W = T FT*^1 

Les valeurs se relèvent dans les tableaux (application 1). 


Résine 638 
Matériau 

Jeu 

Rugosité 

Température 

Forme 


Tp T = 22 à 40 MPa. 


/i = 0,5 

h- 1 
É 3 = 1 

f 4 = 0,8 

k = n 


Assemblage : f è = 0,5 


(alliage de cuivre), 
(serrage). 

(Ra = 1,6 pm). 
(f s = 60X). 

(ci-contre). 


Or obtient = 16,6 N, m. 


NOTA: 


Des efforts dynamiques fréquents conduisent à minorer ces 
valeurs en les ramenant, par expérience, à 33 % environ pour un 
couple et 12 % pour un arrachement. Sécurité rte l'assemblage : 
(16.6 + 9,4) x 0,33 


s = 


7,53 


= 1,14 soit 14%, 


CALCUL D’UNE PRESSION DE FRETTAGE 
1° Calcul du serrage 

0.015 \ 


0 HT) 


0,006 / 


Jeu max. = ES - ei = 15 - 6 = 9 pim 
Jeu min, = El - es = 0 - 15 = -15 p.m 
jeu max. + jeu min. 


Jeu moy. = 


Le serrage moyen vaut donc = 0,003 mm. 

2 e Calcul de la pression axe-roue : 

Facteur de frottement estimé fi - 0,2. 

Avec une approximation satisfaisante, on calcule : 

f.s, 

P = - 


'moy 


2.0 


Pour le broriTe (Cu Sn 8P), f = 10 5 MPa (voir § 48-43). 

im, 0= lOr 
p= 15 MPa 


Comme = 3.10 3 mm, 0 = 10 mm, on obtient : 


Fadeur d'assemblage / 6 

Liaison 

presséo-coilée 

liettêe-collée 

collée 

k 

0,5 

1,2 

t 


Convention de partenariat LOCTITï - ÉDUCATION NATIONALE signee en 1992. 
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APPLICATION 3 : -— 

Ccllage des roulements roulements collés 


ta bague, extérieure ou intérieure d'un roulement, qui ne doit 
pas laminer l’alésage ou l'arbre peut, avantageusement, être : 

■ coïtée (emmanchement avec jeu), 

■ pressée-collée (emmanchement serré, à froid) ; 

■ frettée-collée (emmanchement serré, à chaud). 

L'adhésif LOCTITE* 603, appliqué sur des surfaces seulement 
essuyées, convient particulièrement. La résine, une fois poiy- 
mérisée, transmet un effort important, ce qui réduit le coût de 
fabrication (moins de pièces, états de surfaces grossiers) et 
augmente la durée de vie (moins de contraintes dans les 
roulements). 

Toutefois, la température de service doit rester inférieure à 
150 C C. 

EXEMPLE: 

Calcul de l’effort axial transmissible par la bague intérieure d'un 
roulement 40 BC 02 (0 d = 40 ; B = 16 ; r - 1,1) monté sur 
un arbre en acier ordinaire C 35,0 40 f 8 
Rugosité Pa = 6,3 p.m ; température de service ! s = 80 "C. 

A — rpj.S.f c où f e = If. 


■ Calcul de la surface collée S-^ tt.ô.L, 

S= x 40 x(18- 2x 1,1) — 1985mm 2 . 

■ On relève les diverses valeurs dans les tableaux de l'appli¬ 
cation 1 sauf f 4 et f 5 (ci-contre) ; on obtient : 

Résine 603 ■ t ft = 20 à 32 MPa. 

Matériau ^ = 0,9 (acier allié du roulement). 

Jeu : f 2 = 1 (avec tf=40f8 ou serrage). 

Rugosité : f 3 = 1,4 (Ra = 6,3 p.rn). 

Température : f 4 0,8 (ci-contre). 

Forme :/ 5 = 1 (estimé ci-contre). 

Assemblage : f 6 = 1 (collé : application 2). 

Charge : f 7 = 0.3 (ci-contre, cas probable) 

■ On calcule: 

( c = 0,9 x 1 x 1,4 x 0,8 X1 X1 X 0.3 = 0,302. 

D'où l’effort axial transmissible avec : 
t ft = 20 MPa (sécurité): A= 12kN. 
tft = 32 MPa (démontage) : A - 19,2 kN. 

NOTA: 

Pouf un assemblage pressé-collé ou tretté-collé, fe caicut se 
développe séton ['application 1 avec les caractéristiques du 
produit 603. 

’ Convention de partenariat I OCTilE ÉDUCATION NATIONALE signée en 1992. 


Sur bague extérieure Sur bague intérieure 



SURFACE COLLÉE 



FACTEURS CORRECTIFS AVEC I OCTITE 003 


Température de service f t 



Ferme ; étendue de la surface f 5 



Type de charge f 7 


1 

Statiques {non variables} 

0.3 

Dynamiques (variables) 
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50» 64 Liaison par soudage 

L'assemblage des pièces 1,l'et 2 est réalisé par l’intermé- 
diaire de quatre cordons de soudure 44 ? S 2 , C^D h C 2 D 2 . 
L'épaisseur e des cordons est de 8 mm, la longueur est rte 40 mm. 
L'électrode utilisée pour la soudure à l'arc est du type E 56 (acier 
dur). Le coefficient de sécurité est 3. Calculer l'effort maximal 
F pouvant être supporté en toute sécurité par cette liaison. 

1° Rechercher la sollicitation et modéliser tes efforts 

Les contraintes dans un cordon de soudure sont complexes ; on 
peut cependant admettre que les contraintes tangentielles sont 
déterminantes dans les sections S, et S> inclinées à 45° (fig. 2). 
La résultante des efforts tangentiels dans ces sections a pour 
valeur : . . , l f i 

|7"|=!2:AM2n)|= — 

4 

2 e Calculer la contrainte tangentielle moyenne 

l£! 

= — ; tîWoyi = — ; |r™4 = ^ 1 


ir-npy I 


Le 


4. Le 


La norme NFA81309 nous indique que la résistance à la rup¬ 
ture est fl, e « 560 MPa poef une électrode E 56 (voir tableau 
ci-cor Ire). 

R, s =0,8 R, e (acierdur:voir§50.5} et R„- 


0.6 /?,, 


4 e Écrire la condition de résistance et calculer If 1 


4.L.e 


4 .L.e s 


I r| 3,2 fin , 

l r [< ■ 




( 3 ) ISOLEMENT DE LA PARTIE 1 DU CORDON 

Forces de cohésion de 2 sur 1 



forcer- de cohésion 


Application numérique 

j< 3,2x56D x40x8 . f | <191 „5 N 
3 

REMARQUE: 

Ce résultat, dans la pratique, est à diviser par deux pour tenir 
compte des coefficients de qualité des soudures, des amorces de 
rupture aux extrémités des cordons (cratères), en plus des coef¬ 
ficients de sécurité habituels. 


RÉSISTANCE À LA RUPTURE D’UNE ÉLECTRODE 
(NFA81 309) 


Type d'électrode 

Résistance à fa rupture 
(en MPa) 

E 40 

400 à 480 

E 48 

480 à 560 

E 56 

560 à 650 
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50b 65 liaison par soudage parpoints 

La résistance de la soudure par points ou par molette, dépend 
des conditions de soudage (points de diamètres corrects) et 
des matériaux soudés.fUne soudure entre deux pièces en 
acier inoxydable demi-dur supportera des efforts plus importants 
qu'une soudure entre deux pièces en acier doux (type A 60).) 

Le tableau ci-dessous donne, en fonction de l'épaisseur de la 
tfife la plus mince, du pas entre les points, du type d'acier soudé, 

la valeur de la force F de cisaillement que peut sup¬ 
porter un point 


e 

(mm) 

Entrais 
entre points 
p (en mm) 

Résistance d'un point 
de soudure au 
cisaillement |.f||en N 

Résistance d'une 
longueur de 1 cm de 

soudure à la molette 

e 

(mm) 

Distance 
entre points 
tf (en mm) 

Résistance d'un point 
de soudure au 
cisaillement[lE|l(en N) 

Résistance d'une 
longueur de 1 cm de 

snudure à la molette 


nun 

max 

min acier 

AGO 

max acier 
inox 

min 

acier 

max 

acier 


min 

max 

min acier 
A60 

ma x acier 
inox 

min 

acier 

max 

acier 

0,4 

7 

20 

11C0 

1560 

1756 

Z CCD 

1,5 

25 

57 

9100 

12 600 

7 300 

B 400 

0,5 

8 

B 

1 800 

2 300 

2406 

2800 

2 

30 

76 

13000 

16 900 

9 500 

11 200 

0,6 

11 

29 

2300 

3100 

2 900 

3400 

2.5 

35 

75 

17 700 

25 EDO 

12 600 

14000 

0.7 

n 

32 

aies 

4600 

3 400 

4 000 

3 

40 

90 

22000 

32 300 

14 060 

16800 

0,8 | 

n 

34 

3 250 

4 700 

3 680 

4 300 

4 

47 

120 

31 000 

45 306 

19 000 

22 500 

1 

15 

38 

5200 

7 060 

4 708 

5 600 

5 

52 

— 

40 000 

56000 

— 

— 


50b 66 Liaison par bouchons 
de soudure 

Le tableau ci-dessous donne, pour quelques épaisseurs de foies, 
et pour deux types d'acier soudés, les valeurs de l’effort maximal 
F de cisaillement que peut supporter un bouchon. 


Épaisseur de la 

tôte perforée 
e(mm) 

Diamètre de la 

perforation 

rf(mm) 

Entraxe min 

entre bouchons 
p (mm) 

Distance min 

au bord de tôle 
(mm) 

Résistance au c 

bouchon 

isaillement d'un 
f l (en N) 

Acier A60 

Aciers alliés 

1 

S 

23 

10 

17 000 

n 000 

1.5 

11 

26 

15 

20 800 

27 000 

2 

15 

36 

20 

32 900 

42100 

2,5 

17 

45 

23 

46 000 

59000 

3 

21 

50 

25 

60 000 

76 000 

5 

31 

B2 

30 

135 000 

172 000 

8 

32 

85 

32 

138 500 

176 060 

10 

32 

85 

32 

136 500 

176060 


BOUCHON DE SOUDURE 



i_ ll/^IM-Urll 

||f” ;la i’|| : force totale que peut supporter la liaison. 
/?: nombre de points de soudure. 


SOUDURE PAR POINTS 






d : diamètre d'un point 


2 1 



-F 


avec : — ^ e ^ £ 
o 


itd 2 


Section d'un point cisaillé : S - —- 

4 
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50*7 Méthodes de calculs au cisaillement 


Il existe deux méthodes de caîcuts au cisaillement : 

• Le calcul de vérification : les efforts sont connus, l'organe est 
déterminé {dimensions, matériaux connus) et on vérifie s'il conviait. 
Si ceia n'est pas le cas, on calcule de nouvelles dimensions, et /ou 
on change rte matériau. 


■ Le calcul de détermination : les efforts sont connus (par 
exempte), le matériau est déterminé et on calcule les dimensions. 
Dans les deux cas, on peut (aire soit un calcul de résistance 
{contraintes déterminantes), soit un calcul de déformalion 
(déformations déterminantes), soit tes deux types * calcul. 


calcul de vérification (voir exemple § 50.62) : 



calcul oe détermination (voir exemple § 50.61 ) : 


Calcul de résistance : |r*r. fl. 


Calcul de déformation* : |Ay| *= A y | im . 


IrlA 


a. s 


Ajrisn 


On connaît : 

■ L'effort 1 r 

■ Le matériau 

(ffpj) 

On connaît ; 

m L'effort ' Iï 
m Les dimensions 
transversales 

On connaît ; 

m Les dimensions 
transversales 
m Le matériau 

On connaît : 

■ L'effort! Fj 

■ Le matériau 
(mmîtiie GJ 

■ La distance A x 

«1A |t Jim 

Ou connarl : 

■ L'etlorl I r | 

m Les dimensions 
transversales 

■ La distance a x 
el A/lin 

On connaît : 

■ Les dimensions 
transversales 

■ Le matériau (G) 

• La distance a jt 
et A/uni 


Ou calcule : 

■ Les dimensions 
transversales 

;FL. 

s AU 

*w 

O'ofi : à ou h et h 

On calcule : 

B Reg puis Rpg 

"" s 

On choisit ensuite le 
matériau 

On calcule : 

■ La force max de 
cisaillement que peut 
supporter l'organe 

iïmaxl ^ Rpg - S 

On calcule : 

l les dimension s 
transversales 

|r|û)f =SAjr|jm 
e.s 

S* \T\bx 

G - A |jm 

On calcule : 

■ Le module de Cou¬ 
lomb : G 

pJ r i- a * 

G. A y itm 

On choisit le matériau 

On calcule : 

■ La force max que 
peut supporter 
l'organe 

|r| ^ Aflm.C.S 

A X 


Rarement utilisé dans un calcul de cisaillement. 
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51 Torsion simple 

51 ul Hypothèses 

■ Solide idéal : matériau homogène, isotrope, poutre 
rectiligne, de section constante et circulaire. 

■ Les actions extérieures dans les sections extrêmes 
sont modélisables par deux moments opposés, portés par la 
ligne moyenne. La poutre est donc soumise à deux torseurs 
couples : 



51 «2 Définition 

Une poutre est sollicitée à la torsion simple si le torseur associé 
aux forces de cohésion de la partie droite (H) sur la partie 
gauche (I) de la poutre peut se réduire en G, barycentre de la 
section droite (S) à un moment perpendiculaire à (S), tel que : 



, Pars f#t(fî„ x, y, z): 

r K =o;r z =o 

1 MH-0;Mf Gy =Ü;Mt G ^0 

REMARQUE : 

cîCohnfl J=- G {Actîons ext. à gauclW, j 

d'où 

= + G {Actions ext. è droite/,,} 

51 «3 Étude des déforma 

On exerce un moment Mm dans la section droi 
mesure l'angle de rotation des sections (S), (S,) 

(S Cl ). On constate que : ° = a] = ... = Cte On 

* f 1.0 

/?=o 

^-m; 

tions 

te (S]) et on 
par rapport à 
; pose : 

e= ° A 

sa>0; @>0 

D 


8 : angle de torsion unitaire (rad/mm). 

a t : angle de rotation de la section (Sj)/(S 0 ) (en rad). 

/ 10 : distance séparant (S,} à la section de référence (S c ) (mm} 

—> 

La courbe donnant l'angle a en fonction du moment Mm fait 
apparaître deux zones: 

■ La zone OA de déformation élastique, ou domaine 

élastique : M A ; l'angle de rotation «est proportionnel au 

moment appliqué. 

■ La zone AB de déformation permanente, ou domaine 
plastique :M Gl >M A ;a n'est pas proportionnel à M m . 


SOLIDE IDÉAl (S) 
(Sq) 1 


Ligne moyenne (S,) 



Moments des actions extérieures 
appliquées dans S 0 et S* 


ISOLEMENT D'UNE PARTIE GAUCHE (I) 


Forces de cohésion de (II)/(I) 



Génératrice avant déformation 
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51*4 Répartition des contraintes 
dans une section droite 

En un point M, la contrainte de torsion T w esf proportionnelle à 
la distance p de ce point à la ligne moyenne. 

TM^C.e.p [ Dan5(0,#î,jFt}: r M >0 si 0>Oetp>o | 


z M : contrainte tangentielle due à la torsion (MPa). 

G : module d'élasticité transversale (de Coulomb) (MPa)* 

G : angle de torsion unitaire (rad/mm). 
p : distance de Mau centre de la section (mm). 

U contrainte de torsion est nulle si M est sur la ligne moyenne 
(p= 0). La «fibre neutre» est confondue avec la ligne moyenne. 

La contrainte de torsion est maximale si Mes! sur ta sur¬ 
face du solide (p=fl = distance maximale) : x mi =G.G.R 


RÉPARTITION LINÉAIRE DE 11x^11 dans 
UNE SECTION DROITE 



MOMENT QUADRATIQUE POLAIRE : CAS GÉNÉRAL 


51 «5 Moment quadratique 
polaire 


Le moment quadratique polaire de la surface (5) par rapport à 
l'axe ( O, z) perpendiculaire en 0 au plan de cette dernière est : 

/ D = £ (p 2 . A s ) 

<î> 

/ c : moment quadratique de (S) par rapport à (o, z) (mm*), 
p : distance du point M au point 0 (mm). 

A s : surface élémentaire entourant le point M(mm ? ). 


z 

51 »6 Equation de déformation 

Dans le domaine élastique, le moment de torsion Mi est pro¬ 
portionnel à l'angle unitaire de torsion G : 


Mt = G. 6.1 o Sï0>0 Mt>ü 


Mt : moment de torsion (N. mm). 

G : module d’élasticité transversal (de Coulomb) (MPa). 

6 : angie de torsion unitaire (rad/mm). 

/„ : moment quadratique de (S) par rapport à (0, x) (mm 4 ). 
* Voir valets de G pour différents matériau* au § 50.42. 



Distance de M à O 

Point M considéré 


Surface 

élémentaire 


MOMENTS QUADRATIQUES PARTICULIERS 

. (à 

y d 

x 

J 

- Th ^ 

iv 

z X 




i TTC? 4 

o" 

El 

fêh 

1 

a 


RELATION ENTRE MtïïETB 
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51 ■ 7 Condition de rigidité 


ARBRE DE NAVIRE 


Peur tes arbres de grande longueur (arbres de forage de puits de 
pétrole, arbres de navires importants) on évite de trop grandes 
déformations de torsion qui risqueraient d'engendrer des vibra¬ 
tions trop importantes pour un fonctionnement correct À cet 
effet, on impose un angle unitaire limite de torsion : 0 hm à ne 
pas dépasser (0| im : 0,25 7m, par exemple). 


I r?l ’S 0am 


nu 


\#t 

G./o 


« Giim 


Mt : moment de torsion (N. mm). 

G : module d'élasticité transversale (de Coulomb) (MPa). 

/o : moment quadratique de (S) par rapport à ( 0, 7 ) (mm 4 ). 


51 «8 Contraintes de torsion 

Contrainte de torsion en fonction de Mt 

La contrainte en un point M d'une section droite est : 

T« = —-P I 

la 

% : contrainte îangentielie due à la torsion (MPa)*. 

Mi : moment de torsion (N. mm). 

I 0 : moment quadratique polaire de la section droite consi¬ 
dérée (mm 4 ). 

p : distance du point M à la fibre neutre (mm). 


Contrainte maximale de torsion 

I! faut rechercher ta section (S) dans laquelle te moment de tor¬ 
sion est maximal. Dans celle-ci la contrainte est maximale au 
point le plus éloigné dé l'axe (p= R). 

T _Mt mai n ffll T max 

£ ma* - " • n OU ïmax - 

'• _G)_ 

t max : contrainte maximale tangentielle (MPa)*. 

Mt m® : moment de torsion maximale (N . mm). 

/ 0 : moment quadratique polaire de la section (S) (mm 4 ). 

H : distance du point le plus éloigné de la fibre neutre à 

cette dernière (mm). 

^ : module de torsion (mm 3 ). 

R 


REMARQUE : 

Ces relations sont valables uniquement pour les sections circu¬ 
laires. 

*1 MPa 1 N/mm 2 . 


Moteur 






Section (S 0 ) Section (S,) 


/= 10 à 15 m 


7mm 


B I e ? ! 


T 


Arbre de transmission 



ORDRE DE GRANDEUR DE O 
<?iim = 0,25 Q /m 


limite 


= 0,25 x — X10" 3 rad/mm 
180 



VALEUR DE T M EN UN POINT M 


Section (S) de moment quadratique : l 0 


n d 4 
32 


d = 2R 



DeXI à«:|kf ||=€ 

OeflàC:||^ï^,||=||#i^|.ri 

DeGàG:|kf||=0 
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51 «9 Condition de résistance 


Pour des raisons de sécurité !a contrainte de torsion doit 
rester inférieure à la résistance pratique au glissement 

ff w est le quotient de résistance élastique au glissement R es par 

le coefficient de sécurité s. 

(Voir la relation entre R c e\ R eg au § 50.5.) 



Rpg : résistance pratique au glissement (MPa). 

Bq : résistance élastique au glissement (MPa) 
s : coefficient de sécurité (sans unité} (voir valeurs § 46.5). 


La condition de résistance est : 


T mai R 


PS 



51 « 10 Solide réel 


Les arfcres présentent généralement de brusques variations de 
sections (gorges, épauiements, rainures de clavettes...). Au voi¬ 
sinage de ces variations de section, la répartition des contraintes 
n'est pas linéaire. Il y a concentration de contrainte. 


I r elt 1 mai — K,. T Ihéerique 


t Mm* : contrainte maximale effective (MPa) 
r théorique : contrainte théorique sans concentration (MPa). 

K t : coefficient de concentration de contrainte relatif à la 
torsion. 

K, est déterminé par des tableaux ou abaques (voir les valeurs 
expérimentâtes au §51.11). 

EXEMPLE DE CALCUL : 

Déterminer K t pour une rainure de clavette ayant un congé dans 
l'angle inférieur r = 0,3 (fig. 3) et pour un arbre de diamètre 
d~ 20 mm. 


SOLUTION: 

Rechercher la profondeur de la rainure c~-^ 

Si: d=2D, b=c (G.D. § 38.121), c«® 

0 3 ^ 

c = 3 d'où le rapport - ~ 0,1 

CSC 
Le tableau ci-contre donne : /f f =5,4. 

La condition de ré sistance à la torsion est : 

5,4 ? théorique ^ ^ PS 


RÉSISTANCE A 

RB RE PLEÏN/TUBE 

d, 1 


D 

7 max _ 




_ y 


p\y 

Rpg 1 

“1 Hpg 2 

Calcul : avec fl ps1 » R pg2 

ma* rf t B 

~hT -1 sR ” 

” tf L 

32 

mai D b 

TT!" 

32 32 

avec :d z ^k.D 

/|!î "^-( 1“* 4 ) 

32 

Si d = 0,8 ff, s résistance égale, le tube est deux fois plus léger que l'arbre plein. 
(Propnelé importante pour les me cariismes ott la légèreté est recherchée.) 


(?) INFLUENCE D’UNE RAINURE DE CLAVETTE 


l M 


théorique 



K, POUR RAINURES DE CLAVETTES 


Rayon congé _ r 

0,5 

B.3 

0,2 

B.t 

profondeur rainure " c 

Coefficient K t 

ti 

2.7 

3,$ 

5,4 


MÉTHODE DE CALCUL D'UN SOLIDE REEL 


1* Calculer t„ ou r mai . 

2 ° Analyser la nature île ta géométrie (épaulement, gorge...) et 
choisir la courbe ou le tableau correspondant. 

3* Calculer 0 , T *. 

tf 1 10 

4° Déterminer la valeur de K ; correspu nda nte. 

5° Gatoïtf | r (if 1 max s 9Ct • [ r theerique !- 

6 e Écrire ta condition de résistance | r «h ' mn ^ R pgm 
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51 * 11 COEFFICIENTS DE CONCENTRATION DE CONTRAINTES K* 

Arbre avec êpaulement 



Arbre avec gorge 



Arbre avec trou de goupille 



La courbe ci-contre donne ta 
valeur de K, pour le point M 


K t Jt 



D'après CEïlM. 
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51« 12 Exemples 

51 b 121 Arbre de transmission 

Un moteur électrique 1 transmet à un renvoi d’angle 2 une puis¬ 
sance de 15 kW à la fréquence de rotation n - 1500 tr/mm par 
l'intermédiaire d’un arbre de transmission 3 de diamètre ü Ce 
dernier est lié au mnteor fit au récepteur, par deux accouplements 
élastiques 4 compensant les défauts d'alignement dus à la défor¬ 
mation du support. La distance séparant les deux accouplements 
est de 1 m. La résistance pratique au glissement du matériau de 
l'arbre est R pg = 100 MPa, le module élasticité tranversal est 
60 000 MPa. Les rainures de clavette nécessitées par ta liaison 
des accouplements élastiques avec l'arbre, provoquent une 
concentration de contrainte {K, = 5,4). 

1° Déterminer le diamètre de l’arbre et calculer l’angle de défor¬ 
mation dû à la torsion entre tes deux sections S G et Si distantes 
(tel m. 

2° On impose une valeur limite de 0.27m à l'angfe unitaire de 
torsion. Calculer le diamètre de l'arbre dans ce cas. 


SOLUTION: 

r Détermination du diamètre de l'arbre 


■ Modéliser le solide : 

Dans la zone 1, l’arbre est une poutre de section circulaire 
constante : c'est une poutre idéale. 

Dans la zone 2, l'existence d'une rainure de clavette impose de 
modéliser l'arbre comme une poutre réelle. 


• Modéliser les actions mécaniques extérieures : 

Les accouplements élastiques éliminent les efforts normaux, 
tranchants, et les moments de flexion au points G 0 et G ,. 

En ces points, les actions mécaniques de 4/3 et 473 peuvent 
Être modélises par deux torseurs-couples. 


Go 


M 4 / 3 } ~ 




Cm c(4/3) 


1^473] - 


Gjl p 473 


fil 


0 

-- - #“ 

Cm 1(473) 


avec C%(4/3)+ i(4/3) - 0 : - ~ ■ 

L'arbre est donc soumis à la torsion simple. 

■ Calculer || Cm II : 

Nous savons que : P = 1| Cm II. w (voir § 59.3) 

(W) (N. m) {rad/s} 

ICüîl- 15 X1 ° 3 ; Il Cm S = 95,5 N. m 

, 2 77 

1500X- 

d’où : = - 95,5 F et = + 95,5 F (N. m). 


SCHÉMA DU MÉCANISME 

1 4 3 4’ 2 




MODÉLISATION DES ACTIONS MÉCANIQUES 



X 
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■ Calculer le diamètre à la résistance : 

Zone 1 : solide idéal. 

La condition de résistance est : H || « R pg 

16'0/ff II 


IU/II tfi „ 

d'ou : -— x — « R 

77. 2 

32 


PS 


7T.Ü | 


3 ^ R K 



Application numérique : 

•lû 1 
tfl 


3/16 x 95,5 x 
V 77X100 


avec 11*7 II = || Cm II 
Couple moteur f 


cP 1 ^ 16.9 mm . 


Zone 2 : solide réel : 

La condition de résistance est : || |1 -? 

_, _. \\m\\ d' 2 

0L : Kf. || Td^jqyj II ^ Rpg Il ^théorique S “ .,4 x ~Z~ 

77. d 2 * 

,_ lelUîll 

3VSC || Tft^ofiqta II — 3 ■ 

77.0 2 


rf' 2 : diamètre à fond de rainure 


La condition s'écrit: 

16 II *7 il 


K h 


3 ** Rpg 


n.d '2 
Application numérique : 

d '2 



16x5,4 


x 95,5 x 10 3 


; d '2 » 29,7 mm. 


x 100 

On prendra pratiquement : d' 2 = 30 mm. 

Diamètre d 2 de l'arbre: 

30 = d 2 - 5 (voir G.D. 38.121) rf 2 « 35 mm. 

Vérification de la valeur du congé è fond de rainure : 

Nous savons que : K, = 5,4 correspond â une valeur - = 0,1 
(voir tableau § 51.10, page précédente). 

f 

c= S ; — ; t = 0,5 valeur acceptable. 

5 

DEMARQUE: 

Si ta valeur de r avait été trop grande ou trop petite, il aurait fallu 
choisir une autre valeur de K t et refaire le calcul de tf 2 . 


ÉTAPES PRINCIPALES DU CALCUL D’UN DIAMÈTRE 
D'ARBRE EN TORSION 


Faire l'inventaire des données 


Modéliser le solide 


Modéliser les actions mécaniques 


Calculer les efforts inconnus 
(Problème de statique ou dynamique) 

I - 


/ Type de calcul ? 


Calcul 

à la résistance 
lierre* Il ^ Rpg 

-- 

1 

P 

<( Solide idéal? )>- 


Oui 

Calculer d^ 

3 


/l6|j^/|| 

V * Rpg 


Non 



Voir page 
suivante 



Calculer la déformation 
32 ll^lf 


0* 


Non 


ff.77. d 2 4 


Choisir le diamètre le plus important 
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■ Calculer l'angle de déformation entre les 2 sections 
Sq et Sf : 

La valeur de l'angle unitaire de torsion est : 


6 = 


»,!É 

32 G.jr.rf! 


G.l 0 

comme e= — a c ., : angle de déformation entre S f et S, 
r'at f ÿi : distance entre S c et S, 

On paît écrire : 



Application numérique : 

32 x 95.5 x 10 3 x 10 


a~ 


S) OCX) xn x35 


«=0,008 rad/mm 


Valeur de «en degrés: «= 0,008 x122. «=0,4° 

n 

2 Calcul du diamètre de l'arbre à la déformation 


La condition de déformation est 




G. k 

32 

5lS[ 


G.n.dl 

\ G.7T*G|jm 


Application numérique : O lm = 0.2 7m 

Ô [tn =0,2 x x 10 ' 3 rad/mrr 
160 




32 X 95.5 x 10 


80000 XrtX0,2 X-S-XIO 3 
180 

On prendra pratiquement : rf 3 = 44 mm 


,Ù 3 5*43,2 mm 


Choix du diamètre : 

- Le calcul de résistance sans concentration de contrainte 
donne un diamètre tf, s* 16,9 mm ; tf, = 18 mm. 

- Le calcul de résistance avec concentration de contrainte 

donne : = 35 mm 

- Le calcul à la déformation donne un diamètre : d 3 = 44 mm. 

Choisir le diamètre rf 3 (cas le plus défavorable). d 3 =44 mm. 


REMARQUE : 

Dans la majorité des cas, la condition de déformation 
=0.17m est la condition déterminante par rapport à la 
condition de résistance, en ce sens qu'elle donne un diamètre 
supérieur à celui calculé â ia résistance. 


ÉTAPES PRINCIPALES DU CALCUL D’UN DIAMÈTRE 
D'ARBRE ENTORSION 



CONSEIL POUR LES UNITÉS D ANGLES 


Soit à convertir a =0,1 ° en radian : afin d'éviter des erreurs, il est 
conseillé de procéder de la façon suivante : 

180° = srrad 

donc 1° = — rad 

180 

et 1 x 0 , 1 " ■= x 0,1 rad 

180 

0.1° s 0,1 — rad 
180 













































165 


51 ■ 122 Ressorts hélicoïdaux à fil rond 

SOLLICITATIONS DANS UN RESSORT : _ 

Le ressort 1 est soumis à deux fésuîfantes opposées F et - F 
portées par l'axe du ressort. En effectuant une coupure {S) et en 
isolant le tronçon supérieur, on calcule les éléments de réduction 
en 6 du torseur des forces de cohésion (fig. 2). 

■ Effort normal : HwlUIlFllsina. 

■ Effort tranchant :||?j|=|| f|| cos a. 

■ Moment de torsion :)| tfl\\ =|| F [1. R .cos «(avec 2R-D). 

■ Moment de flexion : |k/||=||f||. fl.sin a 

a, angle d'inclinaison de l'hélice étant faible (5 à 6 e ), on peut 
écrire que : sin «=0 et cos «= 1. 

||iV||e/j|,^/flsont donc négligeables, fl reste||r||=||Fj| : 
ta sol licitation de cisaillement donne une contrainte négligeable. 

\\m\\ =|| F ||. fl : la sollicitation de torsion est la sollicitation 
déterminante. 


CONTRAINTES ET DÉFORMATIONS: 


L'application des relations fondamentales (te torsion aux ressorts 
hélicoïdaux à fil rond conduisent aux relations suivantes avec 
(voir fig 1 et 3) ; 

D : diamètre d'enroulement de l'hélice moyenne (mm). 
d : diamètre du fil (normalisé) (en mm). 

/) : nombre de spires utiles (spires capables de se déformer). 

longueur libre du ressort (non comprimé) (en mm). 

G : module d'élasticité transversale (de Coulomb) (en MPa)*. 
|| f|l : force appliquée sur le ressort. 

La flèche/du ressort sous l'action dell Fil est (en mm) : 

f= 8||fj|-P 3 .ff 

_cV_ 

_a rigidité k du ressort est (en N/mm) : 

t.llflk c.tf 4 

f 8.fl 3 .Il 


la contrainte maximale de torsion dans le fil est (en MPa) : 



8IIFII.P 

Tt.d 3 


Pour que le ressort résiste, dans les conditions de sécurité impo¬ 
sées. il faut que la contrainte maximale reste inférieure à fa résis¬ 
tance pratique au glissement R pg . 

- - S H pg 

JT. fl 3 





Dernière spire enroulée sur un cercle 


Pour obtenir un appui plan perpendiculaire à Taxe du ressort, 
on prévoit toujours deux spires supplémentaires qui sont meu- 
lées. La longueur libre est donc supérieure à celle calculée 
(1 pas environ). 
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EXEMPLE : 

Un ressort hélicoïdal à fil rond doit supporter une charge 
Il F f| = 450 N avec une flèche de 30 mm. Il est en acier atllé de 
résistance élastique au glissement R eg - 560 MPa et de 
module de Coulomb G = 82 000 MPa. Le coefficient de sécurité 
est : s = 2 (bonne construction, voir tableau § 48.5). Calculer les 
caractéristiques D, ü, n, € a du ressort. 


SOLUTION : 


f° Choisir le diamètre d'enroulement 0: Des contraintes 
d'encombrements imposent souvent D. Ici. D = 50 mm. 


2° Calculer le diamètre du fi! d : 

8 II F II. O ^s/bÜfEÔ 


_ Reg_ 560 
H P9~ c “ o 


(h* 


8 x 4 50 x 5Q 
jr x 280 


d^ 5,89 mm 
Adoptons rf = 6 mm. 


3° Calculer le nombre de spires : 

*= Jyl; *= — ; k= 15N/mm. 

, G.d A „ G.d A 82 000 x 6 4 „ 7no 

k 8 .O 3./7 ■ B.DKk 8 x 503x 15 7,08 ' 

On peut choisir n = 7.5 spires." 


4° Calculer la longueur du ressort sous charge maximale : 

Les spires ne doivent pas être jointives quand te ressort est 
chargé au maximum. Soit un intervalle de 1 ,5 mm entre chaque 
spire Longueur libre du ressort sous charge maximale : 

= n(d+ 1,5) ; F, - 7,5(6 +1.5) ; i\ = 56 mm 
Longueur libre du ressort : 

f 0 = €y + f ; = 56 + 30 ; = 86 mm 


Pas d'hélice à l'état libre (non comprimé) : 

h 80 

p = — ; p-= TF ; P = 11.4 rnm 
n (.3 


5° Modifications dues à la fabrication du ressort : 

Adoptons pour fe pas une valeur plus simple à réaliser 
Par exemple : p = 12 mm. Dans ces conditions ; 

La longueur libre est: = px n = 12 x 7,5. f 0 = 90 mm. 
La longueur sous charge max est ^ = F 0 - (; (y = 90 - 30 

€y = 60 mm 

L intervalle rentre deux spires sous charge max est : 

£y - rj(d+ /) ; / = ~ - d ; i = ^ - 6 ; / = 2 mm. 

ff f.b 


PRINCIPALES ÉTAPES DE CALCUL D’UN RESSORT 
HÉLICOÏDAL 



Sans tenir compte du meutape des extrémités. " Consulter des ouvrages spécialisés 
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51 ■ 13 Méthodes de calculs en torsion 

tl existe deux méthodes de calculs en torsion 
■ Le calcul de vérification : le moment de torsion est connu, 
l'organe est déterminé (dimensions, matériaux connus) et on vérifie 
s'il convient. Si cela n'est pas ie cas, on calorie de nouvelles dimen¬ 
sions, et/ou on change de matériau, 


■ Le calcul de détermination : le moment de torsion est connu 
(par exemple}, ie matériau est déterminé et or calcule les dimensions. 

Dans les deux cas, on peut faire soit un calcul de résistance 
(contraintes déterminantes), soit un calcul de déformation (défor¬ 
mations déterminantes), soit les deux types de calcul. 


CALCUL DE VÉRIFICATION: 



CALCUL 0£ DÉTERMINATION (voir exemple § 51.121 ) : 


Calcul de résistance : |r#| 

t r A 

Calcul de délormation : ! 0 ! e nm ; — 

G. 

f t n 
— «6 Bm 

lo 

On connaît : 

■ te moment \tft\ 

u Je matériau (Rpg) 

On connaît : 

■ le moment \#t\ 

■ les dimensions 
transversales (fo ,fl) 

On connaît : 

■ tes dimEnsions 
transversales 

■ Je matériau 
(donc ! Rpg) 

On connaît : 

■ le moment \rft\ 
m le matériau 
(module G) 
u la distance / 
et B Mm 

On connaît : 

a le moment 
m les dimensions 
transversales 
a la distance / 
a l'angle e r™ 

Gn connaît : 

b les dimensions 
transversales 
b le matériau 
b la distance t 
b l'angle e n m 


HP H^ 

▼ 

▼ 

On calcule : 

m les dimensions 
transversales 

Lütî.,. 

fo 

/ 0 *M 

A Rpg 

d'où : fl (rayon) 

On calcule : 

WÊ A^ ptlfS Rpg 

Jo 

Gn choisit ensuite le 
matériau 

On calcule : 

m ie moment de 
torsion mai que peut 
supporter l'arbre 

| /^f| ^ Rpg - 

On calcule : 

« les dimensions 
transversales 

M * 

„ , " P 1 m 

G , / d 

»> | .« | 

G'Qiim 

M R (rayon) 

On calcule : 

! « le module de 

Coulomb ; G 

c ., M 

/g * B Hti 

On choisit le matériau 

Gn calcule : 

■ le moment ie 
torsion max que peut 
supporter Tartre 

Uri «eiira-6.Ee 
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52 Flexion simple 

52 «1 Hypothèses 

■ Le solide est idéal : matériau homogène, isotrope, poutre 
rectiligne, des sections constantes avec plan (te symétrie, 

■ Les actions extérieures sont modélisables par des résul¬ 
tantes contenues dans le pian de symétrie [P] et perpendiculaires 
à la ligne moyenne : 

avec A m =!!>% il .y et Cm =-|| CV 1 1l .y etc. 

52.2 Définition 

Une poutre es! soflicitée à ta flexion si le torseur associé aux 
forces de cohésion (te la partie droite (II) de la poutre sur la par¬ 
tie gauche (I), peut se réduire en G, barycentre de la section 
droite (5), à une résultante contenue dans le plan de 
symétrie et un moment perpendiculaire à ce dernier. 


1 

1 t~ \ 

Dans ut (G, ï, y,T): 

ff { Coh rifll = | 


N=D;r y *o:r I =a 

cl 

Mf ei 1 

M=D;/(ff Cy =0 ;A'f e ,^ B 


REMARQUE : 

e {Cohu/i j = - (Actions ext. à gauche/,} 


= + (Actions ext. à droite/,,} 

52.3 Contraintes normales 

Lorsque la poutre fléchit, la section droite et plane (S 2 ), par 
exemple, pivote d un angle Atp autour de l'axe (G 2 . ?) perpen¬ 
diculaire au plan de symétrie. On constate que : 

■ Les fibres contenues dans le plan passant par les barycentres 
G des sections (5^ ne changent pas de longueur, les contraintes 
0m sont donc nu Iles en ces points. 

■ Les autres fibres s'allongent ou se raccourcissent. Les 
contraintes normales engendrées sont proportionnelles à l'or 
donnée qui les séparent du plan des fibres neutres, d'où : 

_ - f-y.o _ _ 

cr M : contrainte normale au point Mô ue à la flexion (MPa)* 

E : module d'élasticité longitudinal (d'Young) {MPa}. 

y : ordonnée du point M/ au plan de la fibre neutre (mm). 

6 : angle unitaire de flexion (rad/mm) avec e= —. 

Ax 


SOLIDE IDEAL 



ISOLEMENT D'UNE PARTIE GAUCHE (I) 

Moment des forces de cohésion de (H)/(J) 



Ligne moyenne v j 

(S 2 ) avant 

1 * - j TT -Z 

après déformation 

deformation / 

\~ — G i 

, ,1 

G s . 

r ï 

) ’ 
Section (S,) 

l 11 ; 

H 

(S * 2 ) après 

de référence 

\ S, déformation 


i > 

MfAv e= A£ 

Ax 


RÉPARTITION DES <J M DANS (S) 



1 MPa = 1 N/mm 2 . 
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52«4 Valeurs des contraintes 
normales 


En un peint quelconque M, de la section droite (S), on a (fig. 3) : 



cr u : contrainte normale en M due é ia flexion (MPa) 
flt Gl : moment de flexion selon (g. z)dans (S) {N. mm). 

/ G/ : moment quadratique de la section droite {S) / à {G. !) 
(mm 4 ) {voir définition et valeurs § 52.5). 
y : ordonnée du point Mdans( G, x, y, 1) (mm), 

VALEUR 1» LA CONTRAINTE NORMALE : 

En un point M, le plus éloigné de( G, z ), on écrit que : 

l~l I i u i_. U_- 

hi 
\y\max 

|y| n-a» = v : ordonnée du point le plus éloigné de{6.z)(mm) 
Lè. - L& ; module de flexion de la section droite (S) (mm 3 ). 

! y | max V 

REMARQUE : 

U flexion simple provoque des contraintes normales cm . des 
contraintes tangentielies transversales , des contraintes 
longitudinales t'm (voir ( 52.8). Le calcul ff w est, en général, 
suffisant (exception : poutres très chargées, de grande hauteur 
par rapport à leur longueur et au voisinage de certains appuis). 

52 «5 Moment quadratique 
d'une section 

52*51 Définition 

Le moment quadratique d'une section par rapport à un axe 
conte nu dans son plan este_ __ 

h> Z ‘Z (y 2 .AS)= yUs 

_ 151 _J(5)_| 

l 0z : moment quadratique de (S) par rapporta ( O, z) (mm 4 ). 
y : distance du point Ma l'axe { O, z) (mm). 

As : surface élémentaire entourant le point M {mm 2 }. 

REMARQUE : 

Le moment quadratique polaire (voir § 51.5) d'une section (S) 
par rapport à ( O, ^perpendiculaire en O à son plan est égal à 
ia somme des moments quadratiques de (S) par rapport à deux 
axes perpendiculaires contenus dans le plan de (S), passant 
par 0(tig. 2). 



CONTRAINTES NORMALES 


Point le plus éloigné de Taxe (G t £) 



, z 


Ordonnée de M^ (ici y t > 0) 


Ordonnée de M 2 {ici y 2 < 0) 


x 

Section droite (S) 


MOMENT QUADRATIQUE DE (S) 
PAR RAPPORT A (O,?) 



MOMENT QUADRATIQUE DE (S) 
PAR RAPPORT À (O. y) ET (O, x) 



'<*=*(“. 4 S) 

Comme p 2 -z 2 +y 2 

X(p 2 ûs)=2'(z 2 As}+ UyQ s) 
(ST (S) (S) 

, D = i Oy +l Oz 
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EXEMPLE DE CALCUL: 

Déterminer / Û7 pour une section circulaire de diamètre et 
sachant que le moment quadratique polaire est : l 0 - 

SOLimON: 32 

lo=loy 4 'oz comme l 0y = i Qf {symétrie} 

# 0=2 loi io,=i 0 n=*<i*m 

52 m 52 Théorème de Huygens 
Le moment quadratique d'une section par rapport à un axe 
contenu dans son plan est égal au moment quadratique de cette 
section par rapport à un axe parallèle au premier et passant par 
son barycentre, augmenté du produit de faire de la section par le 
carré de la distance entre les deux axes. 



i 0y : moment quadratique de (S) par rapport à ( 0, y)(mm 4 ). 
I Gy : moment quadratique de (S) par rapport à ( G, y) (mm 4 }. 

S : aire de la section (S) (mm 2 ). 
d : distance entre les axes ( 0, y )et ( G, y) (mm). 

EXEMPLE : 

On donne la section plane (S) en terme d'équerre et Sa position 
de son barycentre G dans le repère (A, iy) AG : (35,15) 
(dimensions en mm). On demande de calculer / ÜJr de (S) : 


SOLUTION : 

Décomposer (5) en deux rectangles AKEFe t BCDK. 

Moment quadratique par rapport à (Gi, x) de AKEF- 

, IGOxIO 3 ,,, , eeoefHI 

l\eu= - (d après §52.521 

12 

Moment quadratique par rapport à { G, x) de AKEF. 
h Gx- h gu* Si. (iï (théorème de Huygens) 


/ 1ftt= !2Üïl..!L + (ioox io)xio 2 = 10 -+io 5 
12 12 

Moment quadratique par rapport à (üj, x) de BCDK : 


/2G2* = 


10x50' 
12 


(d'après §52.521} 


Moment quadratique par rapport à {G. x) de BCDK : 

, 10x50 3 _ n 2 125x10 4 „ in « 

i2Gx=- -+ (50x 10)x20 =—- + 20x10 

12 

Moment quadratique de (S) : 


12 


/C ^(i p 2 + i° T 


l Bx = 41,2 x lQ 4 mm 4 . 


125x10^ 

i 12 


+20x10" 


MOMENT QUADRATIQUE D’UNE SECTION CIRCULAIRE 



THÉORÈME DE HUYGENS 




DÉCOMPOSITION DE L’ÉQUERRé 

* y 


B 


A V 

-à 


d z =20 



A l- 

Aire de KBCD 


S 2 = 50 x 10 


x 


d, = 10 



Aire de AKEF 


S,= 100 X 10 
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52 «6 Condition de résistance 

Pour des raisons de sécurité, la contrainte normale due à la 
flexion doit rester intérieure à fa résistance pratique à l'ex¬ 
tension On définit R ps par le quotient de la résistance élastique 
à l'extension R e par le coefficient de sécurité : s{voir valeurs de 
sau §48.5} 



Ppg : résistance pratique à l'extension (en MPa). 
R e : résistance élastique à l'extension (en MPa). 
s : coefficient de sécurité (sans unité). 


EXEMPLE 1 : CALCUL DE VÉRIFICATION 

La bride 2 modélisée comme une poutre, est soumise à de la 
flexion simple (voir identification de la sollicitation § 46.5). 
Le diagramme de flexion ci-contre montre que : 

^Gzmax=36000N.mm. 

Les dimensions de ia section droite en Fsont définies sur ta sec¬ 
tion G-G. On adopte pour résistance pratique de l'acier : 

R pe = 150 MPa. 

Vérifier que la bride résiste à la flexion en considérant te solide 
comme parfait (voir hypothèses § 52,1) 

SOLUTION : 

I e Calculer ta contrainte max en A 

loi x| y \ ma * < d ' a P rès § 52 

ta 

Calculer fo,: ta=taAec 0 -taw 2 x Igiluno 
l r Jm£-VÊ.-IXj£\ (d'après§52.531) 

l 12 12 12 / 

; i 26 x 15 3 14 x 15 :< .2 x6x8 3 | 

M «-12 12 ) 

ta=2 863 mm 4 
La contrainte loi r-a* est: 

Icuj eoû X7,5 
2863 

kl max=94,3 MPa 

T Écrire ta condition de résistance 

Rpe 

94,3 150 condition vérifiée. 

La poutre comporte un alésage en F, c'est donc un solide réel 
(§ 52.7). Il faut maintenant déterminer ie coefficient de concen¬ 
tration de contrainte et vérifier que || CXetTII « Rpe 


La condition de résistance s'écrit : 



DÉF1NITH)H : 

si on pose | y |ma*= v" et 

Mgz est ie module de flexion. 

Ces grandeurs sont sauvent données dans tes catalogues de construc¬ 
teurs de profilés. 

BRIDE EN FLEXION 



DIAGRAMME DU MOMENT DE FLEXION 



Méthode générale de calcul 

r Modéliser le solide, les liaisons et calculer les actions 
inconnues par la statique. 

T Déterminer les sollicitations (T, en effectuant des 
coupures. Calculer \jtff\ ma* ■ 

3* Calculer la contrainte kl max- 
4° Vérifier la condition de résistance. 
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EXEMPLE 2 : CALCUL DE DIMENSIONNEMENT 

Une poutre 1, encastrée dans 2, est constituée par un IPN de 
longueur 1,5 m. Elle supporte une charge uniformément répartie 
de coefficient p = 1 800 N/m. Sa résistance pratique est 
/? #w =100 MPa. Déterminer la hauteur minimale de i'IPN. 

SOLUTION: 

■ Rechercher la section dans laquelle ///est maximal. 

L’étude du diagramme fit ( (voir § 52.933) montre de fit f est 
maximal en B, dans la section d'encastrement. Sa valeur est 
i*feU=2025 x 10 :, N. mm 


On pose hgi =ta /v= ki/\y\m (module de flexion). 

■ Calculer la contrainte maximale : 

G/Ira* 


rtmaxl - 


jUc/ 


Ecrire la condition de résistance et calculer pq z : 

fit f Gz\ max - n 


R 




pe 


CfOÜ /i& 


il I ma* 




PG? 


2025x10' 

100 


pc?^ 20 250mm 


■ Convertir p g* en cm 3 : (le tableau § 52.523 donne la 
valeur de p. ü7 en cm 3 ). On trouve : ju & ^ 20,25 cm 3 . 

■ Choisir I'IPN dans le tableau : 

L'IPN 100 a un module d'inertie psi = 34,2 cm 3 
34,2 & 20,2; L'IPN 100 convient. 


(T) POUTRE IPN ENCASTRÉE 



D-D 


uniformément répartie 


Poutre 1 


Plan de l'e nc astrement 
(contrainte max) 


Support 2 


(2) RÉPARTITION DES CONTRAINTES 

SANS CONCENTRATION (ÉPAULEMENT) 



(3) RÉPARTmON DES CONTRAINTES 

AVEC CONCENTRATION {ÉPAULEMENT} 


52 ml Solide réel 

Les poutres présentent souvent de brusques variations de sec¬ 
tions. Dans les zones proches de ces variations, les formules 
précédentes ne s'appliquent plus. La répartition des contraintes 
n'est plus linéaire II y a concentration de contrainte. 

I Cr*H | m tt* = Kt\ Othéoriquel 

rt cif max : contrainte maximate effective (MPa) 
o théorique : contrainte théorique saris concentration (MPa). 

K, : coefficient déconcentration de contrainte relatif à la flexion. 
B, est déterminé par tableaux ou abaques (§ 52.7). 

EXEMPLE : 

Déterminer K f pour un arbre épaulé tel que : D- 45, d= 30, 
rayon du congé r=3. 

SOLUTION: 

Calculer - = —=1,5 calculer -=-— = 0,1 
d 30 d 30 

La courbe correspondante donne ■ Kf- 1,7. 



_ Méthode 4e calcul d‘un solide réel _ 

T Calculer | 0 théoriquiîl- 

2° Analyser la rature de la géométrie (épaolemenl, gorge...) et 
choisir ta courbe correspondante. 

3° Calculer oti ri . 
d d h 

4° Déterminer la valeur de K t correspondante. 

5* Calculer , tr en i ^ - 

6° Écrire la condition de résistance. 

Kl | G 1héortque| ^ Bpe - 
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D'après CETM 
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Arbre épaulé 



Arbre avec gorge 



Arbre percé d'un trou 




— ^f ^^heofiqce^ 

,-. Il^ll ' I& JCD 3 dD 2 

lOfhmnquell- v ~ 32 g 

vv) D 
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52«8 Contraintes tangentielles 

52.81 Dans une section droite 

Le glisseront transversal provoque dans la section droite (S} 
des contraintes tm La théorie de l'élasticité permet de démon¬ 
trer la réciprocité des contraintes tangentielles trans¬ 
versales 7 m et des contraintes tangentielles longitu¬ 
dinales t '«. La ligure 2 montre que tm et t’ m sont : 

■ orientées perpendiculairement à l'intersection IJ des deux 
facettes, dans le même sens par rapport à U {elles s’éloignent 
toutes tes deux, par exemple); 

■ égales en norme: Il îmI! =11^ «Il 

il suffit donc de calculer t‘m pour connaître tm 

(voir paragraphe suivant). 


52.82 Contraintes tangentielles 
longitudinales 

Le glisseront des lames indépendantes constituant la poutre 1 
met en évidence le glissement longitudinal. Dans une 
poutre t monobloc, les efforts de cohésion longitudinaux 
s'opposent à ce glissement 11 apparaît des contraintes 
tangentiel les longitudinales r y selon I!' (fig, 4) 

, Ty.Acz 

T M --- 

t. /fc 


T y : effoil tranchant dans la section d’abscisse x(N). 

A q z : moment statique par rapport à l'axe Gz de UDC, portion 
de section droite limitée par la corde d’ordonnée y§ (mm 3 ). 


Or rappelle que Agi= 



X : longueur de la corde U de ta section droite d’ordonnée 
yt>{mm). 

tç/ moment quadratique de (S) par rapport à( G, z) (mm 4 ). 


EXEMPLE K CALCUL: 

■ Pour une poutre de section droite rectangulaire de 

largeur b, de hauteur b quelle es! l'expression de t'^? 
Onposeds=£.dy d'où ■ ____ 



t'm est fonctio n de y 3 (para bole) 


Pour y = ± h 
2 


;poury^G 


, 3 |r,i 

T M | max =- 

2.5 


■ Pour une poutre de section droite circulaire, un 

calcul de même type donne : I r»! ma*= 4 ■ ■ T — 

3 5 


(?) GLISSEMENT TRANSVERSAL 


—fc* 


Sections (S) cisaillées 

îr 

L — / 

! 

[ 

"'S 


r 

A j 

s 


w 

fnfr 

1f p FV 





(?) RÉPARTITION DES CONTRAINTES T' M 
(S) Section rectangulaire (largeur £>) 
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52*9 Déformations en flexion 


52» 91 Angle de déformation 
l’angte A <p est i'angie dont a tourné la section droite (S?) 
autour de (G 2 , 7) par rapport à {Si) distante de Ax (tig. 1) au 
cours de la déformation de la poutre. 

On définit l'angle unitaire de flexion 6 = (en rad/m). 


v'w = 


tim 

Ax-x 0 


A tp 
AX 




A <p : angle de rotation (Je {S 2 )/{Si) autour de {C 2 , z)(rad). 
Ax ; distance entre ($ 2 ) et (Si) (mm). 
tffsAx) '■ moment de flexion à/(G?,/} d’abscisse x (N. mm). 
E : module d'élasticité longitudinal (MPa). 

!q 2 : moment quadratique de (S 2 ) / (G 2 ,7) (mm 4 ). 


L'angle de rotation d'une section (S) par rapport à (Sq) 
distante de : é se calcule par la refaîion : 


XP(0. ' ) ~ 


1 

f p Igz 


j #/tofx).dx 


f = C!b 

= oie 


CONDITION DE DÉFORMATION ANGULAIRE : 

On calcule ?{o, f) entre deux sections S c et S 1 et on vérifie 
qu'il reste inférieur à un angle limite ç \ im (tig ?). 

<°(b. e) v lim 

Ce calcul est important pour les arbres guidés par des rou¬ 
lements, par exemple. On calcule <p(q, 0 pour un état de charges 
donné et on vérifie que cette valeur est intérieure au double de 
l'angle de rotulage donné par fe constructeur a irm * 
m Si Ç3 (0 , o < 2a nm : l'arbre peut se déformer librement. 
■ Si ^( 0,0 > ^Kfrnax : lorsque l 'arbre se déforme, apparaît 
un moment de déversement au palier. 


52« 92 Rayon de courbure 

On pose que 0, / R (tig. 1} estle rayon de courbure de la 
déformée. En un point d'abscisse x. or peut écrire : 

1 = _ £[gAx) 

_ « f-/c, _ 

R : rayon de courbure de ta ligne moyenne (mm). 

Mi&j : moment de flexion dans ia section considérée (N.mm). 
E : module d’élasticité longitudinal (MPa). 

! G7 : moment quadratique de (S) / (G?, z) (mm 4 }. 

REMARQUE : 

Entre G et G: 0qz - Cte d'où ~ = Cte : flexion circulaire 
(fi0 3). 

* Voir définition et valeurs du rotulage § 197. 



(F) ANGLE DE ROTULAGE ENTRE (S 0 ) ET (S,) 



(?) FLEXION CIRCULAIRE (ESSIEU DE WAGONNET) 


A 

*f<3. 


IIFii.a 


h.y 

n a 

i ? 

3 J| 

f 

Q 

B 

C 

! 


"ni 

\ 

X 

f 



J I I I I I I L 



Déformation selon un arc de 



T ;ü 
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52» 93 Flèche en un point 
La poutre est modélisée par sa ligne moyenne. Elle se déforme 
sous l'action des charges contenues dans le plan de symétrie 
(AXy) (fig 2 et 3) 

52 ■ 931 Définitions 

On appelle déformée, la courbe de la ligne moyenne dans le 
plan {/l, X y) après déformation {fig. 3}. À tout point C d'abs¬ 
cisse x c , correspond une ordonnée y c représentant la distance 
du point C avant déformation au point Câpres déformation. 

Cette ordonnée y c s'appelle la flèche en C. 

L'équation de la déformée esl : y- f{x) dans (A X y) 
Les dérivées première et seconde de l'équation de la 
déformée seront notées y'et y". 

RtMRDilE IMPORTANTE : 

Ne pas confondre y : flèche en C dans l'équation de la 
déformée avec y: distance d‘un point M de la section 
droite à la couche neutre dans l'expression de ta 
contrainte en un point M (voir § 52.4). 


52 ■ 932 Condition de flèche maximale 
Si calcule généralement la flèche max : f m en un point B 
d'Éscisse x B à partir de son expression donnée par un formu ¬ 
laire (voir chapitre 53) ou d'un logiciel de résistance des 
matériaux. 

On vérifie ensuite que cette flèche reste inférieure à une valeur 
limite : f [mi imposée par le type de construction ou les 
contrainles technologiques (fig. 4). 

lyI ma* ^ flan 


(T) POUTRE EN FLEXION (EXEMPLE) 



( 2 ) MODÉLISATION DE LA POUTRE 




52 »933 Relation entre déformation et 
moment de flexion 

Si la modélisation des charges et des liaisons ne correspondent 
à aucun cas des formulaires, on peut calculer la flèche à partir 
de l'équation de la déformée; déterminée par double intégration 
deÆ/e,. 


f.l 6î .rw = 


F : module d’élasticité longitudinal (MPa). 

I 6l : moment quadratique de la section (S) d’abscisse x(mm 4 ). 
y“(x) ; dérivée seconde de l’équation de la déformée. 

/tfi Gz : moment de flexion dans la section (S) (N. mm) 


( 4 ) VÉRIFICATION DE LA FLÈCHE MAXIMALE 
/* * 


7mï< 


TTirm 

—7 


_j_ <♦ 

IXImax^ 1 OOO 



TfJJTTJ 


e* 




Section (S) 


considérée 


f -± 

Hmite 500 

Poutres de bâtiments 

f - * 
llmite 1 000 

Poutres de ponts 
roulants 


* A 
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EXEMPLE DE CALCUL K FLÈCHE : 

Une poutre 1, encastrée dans 2, est constituée par un IPN100, 
déterminé par un calcul préalable de résistance (voir § 52.6). 
Sa iongueur est / = 1,5 m et elle supporte une charge unilor 
mémenl répartie de coefficient p = f 800 N/m. Son module 
d'élasticité longitudinal est f- 2 x 1Q 6 MPa. On demande de : 
r Déterminer les actions mécaniques de 2 sur 1 ai B. 

2° Déterminer l'expression des sollicitations le long de AB. 

3° Tracer les diagrammes de T (x) et fît G/ (x) ^ 

4° Calculer ta flèche en A et vérifier que ^ ^ 

SOLUTION: 

1° Étudier {‘équilibre statique de la poutre 1 isolée : 

■ Recenser les actions mécaniques sur 1 : 

- 2,00? ' ou- 


Cfli 




Bi/^ | 


r { C 3 / 1 } = 

c à 0 / 1 O 

■ Écrire le théorème fondamental de la statique : 

s {C3,i} + e {fiytH°} (voir §31.5) 

■ Calculer (C 3/1 1 au nouveau point de réduction B : 

I -2 700 P j ^ /- % 75\ # 0 1 

e (5Cx(-2700p)| \ O f \ 0 / 

BC x (-2 700 y) : ( 0 ) d'où : {C 3/1 > - } 

V20257 B el 2 025/) 

■ Écrire te théorème de la résultante statique : 

-2 70ÛJ/ + = 0 d'où: B 2 n = 2700 y. 

m Écrire le théorème du moment statique : 

20252’+/# c 2/1 =0 d'où : A b 2/1 = 2 025 Z 

T Étudier les sollicitations dans AB ; réaliser une cou¬ 
pure entre A et B : 0 x =* 1 ,5 et isoler ia partie gauche (1) : 

. . f— 1800. x. 

(vo *‘ ,l9 ' 2 » 

d’où: R = 1800.x .y et /#g=-900 .x 2 .z. 

Dans le repère local de définition des sollicilations (6, x, y, 1) : 

ry=1 800x; pour 0 7y= 0 ; pour x-1.5 7y=27ÜÜN. 
/#/ 6/ =-900 jt 2 ; six=0 0; six--1,5 /#7 & =-2Œ5N.m 

3° Calculer la flèche en >1. le formulaire (§ 53.1} donne : 

y,-- — ■ . Pour un IPN 100 : !&= 171 cm 4 (§52.523), 
8.£./g/ 


1.8 x 1 500 


yx=- 

8x2 x f0 5 x 171 x 10“ 

’ x es! le signe normalisé du produii vectoriel. 


Ya = -3,3 mm. 


(T) POUTRE ihN ENCASTRÉE EN 6 

Poutre 1 répartie du plancher 3/1 

>T Di 


D-D 


Aie 


n 


v y t 


& 


m 


f 


Ï1HUJ 


rrrrm 


Support 2 


RÈGLE : En statique nous pouvons remplacer 
la charge répartie par une résultante R = p A y 
appliquée en C, d’abscisse x = ^ . 

En Rjd.M, il faut revenir au système réei § 45.3. 


(F) MOYEN PRATIQUE POUR CALCULER Af 0 
Force répartie sur la partie gauche 



Résultante des forces à gauche^,* fi, - -px.y 


= - [GG, x (-px-y)] = - [{-4-x) x (-px.y)] 


ir_ p* 2 


_ P x * y 


4 = -y(XXy) ;xxy=z; d'OÙ/# G = - c ~ 
(F) DIAGRAMME DE L’EFFORT TRANCHANT 




T vi 
2 7 OC 

O 

1 (N) 











x(m) 


( 4 ) DIAGRAMME DU MOMENT DE FLEXION 
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La condition de déformation s'écrit : 

\y\ m "s - : or3,3>lM 


500 500 

La condition n’est pas vérifiée {alors que la condition de 

résistance l'est !). LÏPN 100 ne convient pas. 

Adoptons un IPN120 .1 Gz =328 cm 4 - 328 x 1Û 4 mm 4 
1,8x1500'’ 


d'où:|J^| = 


; \ Va\ =1,7mm 


8 x2 x 10 s x 328 x 10 4 

1,7 c 3. La condition de déformation est vérifiée, 
riPN 120 convient. 


Approlcndissem ent : calcul de y A sans formulaire 


n jf J 

Nous savons que f. /e*. y u =Affc iifoù E.IgzY “=--- " 

La première primitive nous donne : 

E. I er y '= + C,. Pour calculer C,, nous 

6 

écrivons que y' est nulle pour x- /'(encastrement par- 

3 3 

fait en 8) ; d'où 0=-^— + Ci ; £t = +**—- 
6 6 
Mous pouvons Écrire : * , 3 

f IL.. 

6 6 

La deuxième primitive nous donne : 

Cl P X * P f 3 r 

C./Gi.y*- — ♦- 6 ~ .Jr+Cz . 

Pour calculer C 2 , nous écrivons que y {la llèche) est 
nulle à l'appui en B pourra f. 

d'où: +ç 2 ; 

24 6 8 

L'équation générale de la déformée est donc : 

r —!+ P£l x -Pll\ 

f./crV 24 6 B / 

la flèche en A est la valeur de y[x) lorsque x=Q. 

A 


S.f./çz 

EXEMPLE DE CALCUL D*ÜWE DENT D’ENGRENAGE : 

■ La dent est modélisée comme une poutre encastrée dans 
le moyeu de la roue^dentée*. 

■ La résultante F, l'action de la dent voisine en A . est verti¬ 
cale {angle de pression négligé). 

■ Les effets dynamiques, les chocs, les concentrations de 
contraintes à ta base de la dent, sort négligés. 

On demande de calculer le module m de la dent. 

SOLUTION: 

Le moment quadratique 7 e? de ia section BCDEe st ; 

! Gz =b.t?r\2 ; l G/ = - 4/T, 3 /12 = lr.m.e 3 /12. 

La valeur de la contrainte maximale est : 

\M fez Irna* i ..i 11 F II ■ h 


I tr! rtiajï — 


I*! 


max 


la fr.m.e :i /12 

* HypottiÈse assez éloignée de la réalité. 


.e/2 


MÉTHODE DE DIMENSIONNEMENT D'UNE POUTRE 



REPRÉSENTATION D'UNE DENT 



Largeur de la denture : f-k.m 


Sectio n d’ encastrement 

Cercle primitif 


i/ri — 5,47.!IP|| . i_i p 

I er 1 max- J, m -; ' ' ma* ^ ^pe 
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52 ■ 10 Méthodes de calculs en flexion 


Il existe deux méthodes de calculs en flexion : 

■ Le calcul de vérification : le moment de flexion est connu, 
l'organe est déterminé (dimensions, matériaux connus) et on vérifie 
s'il convient. Si cela n'est pas le cas, on calcule de nouvelles dimen¬ 
sions, et/ou on change de matériau. 


■ Le calcul de détermination : le moment de flexion est connu 
(par exemple), le matériau déterminé, on calcule les dimensions. 

Dans les deux cas, on peut faire soit un calcul de résistance 
{contraintes déterminantes), soit un calcul de déformation 
(déformations déterminantes) soit les deux types de calculs 


calcul de vérification : (voir exemple 1 § 52.6). 



calcul de détermination : (voir exemple 2 § 52.6). 


Calcul de résistance :\gm\ R pe 

n / 4 

Calcul de déformation : ' fc| «s / lkn (exemple 

Bf./cr 

De connaît : 

«le moment \$tat\ 

■ le matériau 

(donc R e et H pfl ) 

On connaît : 

■ le moment \/tf1 Gl \ 

■ les dimensions 

■ 

transversales 

On connaît : 

■ tes dimensions 

transversales 

■ te matériau 

(doue R pf ) 

On connaît : 

■ le coefficient p 

■ le matériau 

(module F ) 

■ la longueur f 

f tint 

On connaît : 

■ Je coefficient p 

■ les dimensions 

transversales 

m la longueur r 

Ou connaît : 

■ les dimensions 

transversales 

■ le matériau 

« la longueur t 

6ï ^ïlîTI 

’^F" "^F" "^F" 

On calcule : 

■ les dimensions 

transversales 

l^fe! , v; 

--1 Jr, max -- **pe 

!Gz 

/ fa f Cj! 

On calcule : 

■ R ft puis fl f 

fl lu 

ripe --lyi mauc 

IG2 

On choisit ensuite 

le matériau 

On calcule : 

m le moment de flexion 

max que peut supporter 

la poutre 

\ï\ max 

On calcule : 

■ les dimensions 

transversales 
p 4 

M _ « (U 

l& » Æ/— 

Bf.ftta 

On calcule : 

« le module 

d Tonus F 

8 / g % * F tifn 

Du choisit le matériau 

On calcule : 

m le coefficient de 

charge p que peut 

supporter la poutre 

„ ^ 8 EJ gz* t îim* 

P ^ 

f 

W\ max R pe 


* Cas û\m poutre encastrée â une extrémité, supportant une charge répartie de coefficient p. 
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53 Formulaire des poutres 
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54 Principe 

de superposition 

Soit trois poutres I, II, III chargées séparément parp/y, T, T 
et la poutre 1 chargée simultanément par p f y. Et, h . Dans 
te domaine élastique, on peut écrire les sommes vedtonejfes suiyantes : 

■ pour tes actions aux appuis: A?n -At + Au 

8m -8j + B» + 6m; 

■ pour tes déformations : hi + hn + ftm : 

■ pour tes contraintes normales .gm^gm i+cr w o + <r«nr 

54 m 1 Généralisation du principe 

Dans le domaine élastique, les sollicitations dans une poutre 
chargée simultanément par n forces extérieures sont équivalentes 
à la somme des sollicitations dans n poutres indépendantes 
chargées par chacune des n forces prises séparément. 

REMARQUE : 

Ce principe permet de décomposer un système complexe de n 
forces, en «systèmes simples, avec une seule force expliquée 
On trouve ensuite chaque valeur de flèche dans fe formulaire des 
poutres (chapitre 53) et on en fait la somme algébrique pour 
retrouver la flèche du système initia! (même démarche pour Mi). 

54 b 2 Exemple de calcul 

Dre poutre 1 de longueur^ de moment quadratique l Gz , de 
module d'Young E, est encastrée dans 2 et 3 aux deux extré¬ 
mités. Elle est soumise à son propre poids (de coefficient linéi¬ 
que p en N/m) et à une charge concentrée verticale F appliquée 
en son milieu. Calculer à l’aide d'un formuiaire : Mi nm et l c . 

SOLUTION : 

Décomposons la poutre t en deux poutres partielles I et IL La poutre 
I est soumise à son propre poids. Le formulaire donne (voir § 53,2} : 


mi a 


p.S* , p./* 

+- i ci = — 


12 384f./te 

La poutre II est soumise à une charge concentrée : 

Le formulaire donne (voir § 53.2) : 

^„. t ll£LZ hn.JËLIl 

8 192£./g, 

Four la poutre 1, on trouve : 

Mfm, 


utre t, on trouve : Wucii n / 

MfM+Mf All = : 0- + E_L 


fc=fci-i-fcn fc= ~ 


e 


K—+IIF 


192£./«, \ 2 


DÉCOMPOSITION D'UN SYSTÈME 



Poutre III : 

^ui 


-p.y 


B 


U t E i i i 


m 




Ê'IU 


DÉCOMPOSITION DU SYSTÈME 


Poutre i : 


Poutre I : 
+ 

Poutre II : 



i 

k" — 

/ X 

■ h t.t u r 

P 

! b" 

V, 





t 




C 


v a 


! B 1 

♦ 

F i 


% 


K 
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55 Sollicitations 
composées 

55*1 Flexion - torsion 

Un arbre es! soumis à une sollicitation de flexion-torsion si le 
torseur associé aux forces de cohésion de la partie droite (II) 
sur ta partie gauche (I) de l’arbre est réductible en G, barycentre 

de ia section droite (S) à un moment de torsion et à un 
moment de flexion. 


c {Coh H/il - 

J 

G 

l Aft + Mt Gl > 


Dans îJÎ{C,jr, y,z): 
«=0;r,M;7>=0 


55 ■ 12 Moment idéal de flexion 

Les contraintes normales et tangentieiies agissent simultanément 
et il y a majoration de chacune d'elles. On calcule la contrainte nor¬ 
male à partir du moment idéal de flexion défini par la formule 
générale de Mohr-Cacquot {issue des théories de l'élasticité) 




Affj : moment idéal de flexion (N.mm). 

/fff moment de flexion calculé en G (N.mm). 
Alt : moment (te torsion calculé en G (N.mm), 
fl pg Résistance pratique au cisaillement 




Résistance pratique à l'extension 


" pe 

REMARQUE : ^__ 

■ On pose parfois M t = V /'/ 2 + Alt 2 
Alt, : moment de torsion idéal {N.mm). 

■ Lorsque \Aff[ < I Alt] toutes les relations ci-contre donnent 
des diamètres très peu différents. 

■ La condition de résistance s'écrit \ct m \ R pe . 

55 • 13 Déformations 

Pour le calcul des flèches verticales, par exemple, partir de la 
sollicitation de flexion supposée seule. Vérifier ensuite que cette 
flèche est acceptable**. 


\f I 


max 


lim 


I : flèche maximale calculée à partir de #f G/ seul 


ÉLÉMENTS D r RÉDUCTION EN G 



CALCUL DU MOMENT IDÉAL DE FLEXION 
(D’après Mohr-Cacquol) 

Matériau 

Expression fie 

Acier : 

. R P9 . t * 

" A* ~ 2 

Altj = 'Jm Z +Aft Z = Aft, 

( Formule de Coulomb ) 

Fonte : 

A 

Affj = 1 Aff + ~ 'JAff z +Aft z 

2 2 

( Formule de Rankine ) 

Matériaux 

moulés : 

H 

m, = 1 z/r + ^ 4m ï ±m z 

a a 

{ Formule de Saint Venant ) 


DÉFORMATIONS 
Déformation en flexioivîorsjon 



Pour le calcul des angles de torsion, partir de la sollicitation de 

1®' calent 


2* calcul 

torsion supposée seule. Vérifier ensuite ***: 

Déformation due à 

+ 

Déformation due à 

Mnax^Olim 


la flexion seule 


ta torsion seule 


* Voir §50 S : cisaillement valeurs rie /?^et p t 


Voir § 52 932 ■ flexion 


Voir § f>1 7 tcrsion 
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55 « 14 Exemple de calcul 

Un dispositif de levage est constilué d’un tambour 1 , lié à 
l'arbre 2, actionné par un motoréducteur 4. lorsque le tambour 
tourne, le câble 3 s’enroule dans une rainure hélicoïdale et la 
charge s'élève. L'arbre 2 est guidé dans les carters 5 et 6 par 
deux roulements rigides s une rangée de billes. 

DONNÉES : 

■ Diamètre du tambour ; D = 150 mm. 

■ Charge soulevée \\P II -1800 N ; ||4 II = ||fî |= If i/2. 
a Couple moteur : C m ~ -135 x (en M.m). 

■ Résistance pratique de l'acier de 2 : 

Bp, = 150 MPa et R pg = 75 MPa (donc À * 0,5). 

■ Hypothèses : poids des éléments négligés devant la charge. 

■ L'angle de rotuiage des roulements ne dépasse pas 4 et 5’. Le 
roulement en A qui assure le positionnement est modélisé par 
une liaison rotule. Le roulement en B, monté coulissant dans son 
alésage est modélisé par une liaison sphère- cylindre. 

■ L’action du moteur électrique 4_sur l'arbre 2 est modélisé par 

untorseur-couple, {0, C w ] = (0 135 x }. 

On demande de : 

1 ° déterminer la sollicitation, 

2° déterminer le diamètre mîninum de l'arbre2. 


SOLUTION : 

1° Rechercher ta sollicitation dans 2 en C 
m Isoler te tronçon AG, rechercher te torseur de cohésion : 

- 90ûy 


G iCoh| = 


' 

u s ' 

■ 

* 

ACxA K *C m . 

G 


900 x.7 + 135x10 3 x 


■ Identifier les sollicitations en Cet calculer leurs valeurs. 

Ty - -900 N \MS Gz - 54 x tû 3 N.mm ; Mi =135x 10 3 N.mm. 
La sollicitation est de ta flexion-torsion. 

2° Déterminer fe diamètre min de l’arbre 2 

■ Calculer le moment idéal de I jexion : A **■ 0,5. 
ta formule de Coulomb s’applique : Mi, - VW/ 2 +Af 2 (§ 55.2) 


Mi, = V54 2 x 10 e + 135 2 x 10 6 
Mi* 1,45 x 10 ü N.mm. 

Calculer la contrainte normale d’après § 52.4. 

145 400 , n . 
nœ 1 kwl ^ ^12 , 


I I Mi ' 

F*# I = T- 

*Gz 


TT. C/ 4 /64 

k M | - 4,65 x 10 6 /îr.tf 3 ; k w i « 1,48 x 10 V 

■ Écrire la condition de résistance, calculer d : 

i 3 v 1 » 

1 x est le siyrte du produit vectoriel (A toléré). 


;rf?^21,4 mm. 



MODÉLISATION DU DISPOSITIF 


Charge 


nfh 



ISOLEMENT DE (1,2, portion de 3} 


Tension du 
câble ( T = P) 


DIAGFIAMMES ENTRE A ET C 


Mt i 

135 x10 3 

0 

i {N. mm) 






60 x (mm) 





Méthode de calcul 

r Rechercher ta nature de la sollicitation. 

2" Calculer Mt max et dans (S). 

3° Calculer fitt,. 

4° Calculer la contrainte |u- M | 

5“ Écrire la condition de résistance |»r w } « R pe . 
6° Calculer d. 
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55-2 Traction-torsion 

Un solide est soumis à une sollicitation de traction-torsion si le 
torseur associé aux forces de cohésion de la partie droite (H) 
sur la partie gauche (I) du solide est réductible en G, barycentre 
de la seclion droite (S) à un effort normal el un moment 
de torsion : 



CALCUL DES CONTRAINTES : 


Toute fibre supporte deux contraintes de nature différente. 
une contrainte normale ah et une contrainte tangentielle rh 
On définit une contrainte idéale a, telle que : <r, = Vo ? + 4 1 ? . 

La condition de résistance s ëcrit : _ 

V a z +4 T 2 « Rpe 

Avec |cr«| = ^- et |tm| = ^L.fî (arbrecylindrique)' 
S h 

Ftp : résistance pratique à l'extension (MPa). 

REMARQUE : 

Ce calcul est aussi valable pour une sollicitation de traction- 

I t I 

cisaillement. Dans ce cas |r«) = —. 

S 

EXEMFLf: CALCUL D'UNE VIS 

Au niveau du premier filet en prise d'une vis, cette dernière est 
soumise lors du serrage (ou du desserrage) à : 

■ une force de traction M> qui provoque son allongement et 
une contrainte normale <n dans son noyau : 

(L'effort W 0 est appelé tension de pose ou précharge.) 

■ un moment fa dirigé selon (G x) dû au frottement des 
filets du trou taraudé sur ceux de la vis. moment proportionnel à 
l'effort de traction (voir valeur § 12.4} d'où une contrainte tan- 
gentielle ri dans te noyau de la vis 

55*3 Torsion-cisaillement 

Le torseur associé aux forces de cohésion de la partie (II) sur la 
partie (1) est réductible en G, barycentre de la section droite (S) 
à un moment de torsion et un effort tranchant. 

I f » DansEiîtG.jûïvz): 

c (Coh„ fl j = T 

e\m I Aft*0;tff ey =0;/Iff ta = n 
Les contraintes sont de même nature.En A elles s'ajoutent : 

I f totale Jll = T 1üi + | T 2A OU — + ^ ^ . R s£ Rpg 



ÉLÉMENTS DE RÉDUCTION EN G 


Cisailiement + torsion 



■Voir §46.3 el §51.8. 
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55»4 Flexion-traction 
Flexion-compression 

Ur. solide est soumis à une sollicitation de flexion-traction (ou 
compression) si le torseur associé aux forces de cohésion de la 
partie droite (II) sur la partie gauche (I) du solide est réductible 
en G , barycentre de la section droite (5) à un effort normal et 
un moment de flexion 



Dans 14 (G, jr, y, z): 

W^0;r K =0; r,=o 

C ) 

/yf=0;^f GK =0;/y/ fc ^Û 


■ /V > 0 ; /fft Gï * 0 : flexion-traction. 

■ /V < G ; 0 Gz + 0 ; flexion-compression. 

55*41 Contraintes normales à (5) 

Le principe de superposition des contraintes normales à (5) 
al (due à compression) et o-j (due à flexion) permet d'écrire* : 
b Dans la zone au-dessus de l’axe (6, x ) au point A : 

&A = + &Ta ; "A ~ -ll^ixll - ll^ll - 


«A 


_ _ m _ Mig 2 si 


hi 


Inil 


max 


(Voir §48.3, 52.4.) 


Dans la zone au-dessous de l'axe (G, x ) au point B : 

a B ~ î <*9 = “ II^TflII + II°2 bII ■ 



b Si T y + Û, le calcul des contraintes normales ne sera 
pas modifié aux points les plus éloignés de l’axe neutre, car 
les contraintes \\T A \\ et |t£| sont nulies er ces points 
(voir §52.7 glissement longiludinal). 

Elies sont, en général, négligeables pour les autres points 
de (S). 

55*42 Condition de résistance 
Les contraintes normales maximales de traction et compression 
étant calculées, on écrit que : 

Dans la zone GA : || v' h || ^ Rpc 

r Gz" 


S hz 
Dans la zone GB : üo-g Il ^ Rpe 

fa H 


■ I ^ i max ^ ^pc ■ 


s kz 

Voir principede superpositicr chspitïe 54 


■ \ïb\ 


im 


B 


pe 


ÉLÉMENT DE hÉDUCTION EN G 



y ‘ 

1 

L A 

c t: 

\ °w 

■— % 

Contrainte due à la compression 

M ‘ 

r 

X 

1 — 

( (I) 


G 

8 



Contrainte due à la flexion 
Ligne moyenne 



Contra int e résultant e 
(flexion r compression) 


Zone de compression 
x 


Zone de traction 


Ligne neutre : <r = O 


PROPRIÉTÉ IMPORTANTE 


La sollicitation de compression-flexion augmente fa zone de 
compression en déplaçant ta ligne neutre en dessous de la 
ligne moyenne. Cette propriété est utilisée pour les matériaux 
à faible résistance à la traction (bétons, fontes...). 


' La ligne moyenne passe per G Voir § 452. 
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EXEMPLE DE CALCUL : 

Un dispositif antidérapani pouf automobile* comprend on boîtier 
central 9 et six bras 1 2 3,1‘, 2\ 3* dont ta partie recourbée 
s'applique contre la bande de roulement du pneu. Celle partie 
reçoit une force A = -220 x (en N) du pneu, lors du serrage. 
Pans le repère ( O, x, y,z) , la distance du point de contact A 
à la ligne moyenne du bras est : ti -110 mm. 

Ce dernier est en acier de résistance élastique R e =600 MPa**. de 
section rectangulaire 20 x 5. Le coefficient de sécurité est : s - 2. 
1° Identifier la sollicitation dans la partie BCûu bras 3. 

2° Vérifier si 3 résiste à cette sollicitation. 


SOLUTION : 

1° Identifier la nature de la sollicitation dans BC 


■ Effectuer une coupure entre B et C la partie (i) est ta 
partie du bras en-dessous de la coupure, par convention. 

■ Déterminer le torseur de cohésion en G : 


__ / Am_] 

G À X , 46/3 / 


Dansrtîofo. x.y. z)ona 


JCOh) 

R = A fî=220 x (enN) ; /^(enN .mm): 


- - _ / \ /-2Z0\ I O \ 

(fî^xyÎB/i:- +110 M 0 = 0 

\ O / \ O / \-24 200/ 

Dans le repère local de définition des sollicitations (G. x y. x) 

N = 220 x, = ~24 200 z traction + flexion 


2° Vérifier si 3 résiste à cette sollicitation 


■ Calculer les contraintes : 

La contrainte <ri due à la traction est : 

[<Ti | = N = _220_ ; |ail =2,2MPa. 

S 5x20 

La contrainte a c due à la flexion est |avec I a= 

Jo- 2 ) = ^L|y|™, ; |o*| = -^SL x 2.5 
/& 120 x5 3 

Ictz : = 290 MPa 

Contrainte totale maximale (d'après le chapitre 54} : 
\c M \=\<H + \aà ; |aml «293MPa 

■ Écrire la condition de résistance : 

I CTiwt Bps , calculer R# = y = ~ Rpe = 300 MPa. 
293 < 300 MPa. Condition vérifiée. 

REMARQUE: 

La contrainte I en i due à la traction est très faible devant 
la contrainte I o zl due à la flexion. Dans la plupart des cas la 
sollicitation de flexion es! déterminante devant la sollicitation de 
traction. (Les poutres en béton avec précharge longitudinale de 
compression n'entrent pas dans ce cas.) 

■ Voit aussi fe chapitre 36. ** 1 MPa = i N/mm 2 


(?) DISPOSITIF ANTIDÉRAPANT AU MONTAGE 





X 

N 


PARTIE {1} ISOLÉE 
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55 «5 Flambage (Euler) 

La poutre 1 longue et rectiligne est soumise à deux efforts axiaux 
F .directement opposés, qui augmentent progressivement ; 


* Si F< F c {F c : charge critique) : stabilité. La poutre 
reste sensiblement rectiligne, elle se raccourcit de A /' 


■ Si F > F # : instabilité. La poutre fléchit brusqueront jus¬ 
qu’à la rupture. C'est du flambage 


hi 


minimal 


► 


Flexion selon (fi, x ) perpendiculaire à (6, ; ) 


La flexion se produit selon la direction perpendiculaire à l'axe de 
(S) qui donne le moment quadratique le plus taible. 


REMARQUE : 

■ Seule la théorie d'Euier du flambage sera développée dans 
cet ouvrage. 

■ Pour la méthode de Dutheil, qui permet de dimensionner au 
flambage, consulter des ouvrages spécialisés. 

55*51 Élancement 

La compression est remplacée par du flambage si ta poutre est 
longue et ses dimensions transversales sont faibles Cette pro¬ 
portion est caractérisée par : 

P 

A : élancement d'une poutre (sans unité), 

L : longueur fibre de flambage (mm). 
p : rayon de giration de la section (mm) définit par : 

_ HJl _ 

l Gl . moment quadratique minimal de ta section suivant l'axe 
principal perpendiculaire à la direction de la déformation (mm 4 ). 

S : aire de la section droite (mm 2 ). 

55*52 Charge critique 

En cas de flambage, la charge critique d’Euier F c est : 

F c = ** * f • iOi (1> ! 

_ L 7 __ 

£ : module d'Young du matériau (MPa). 
l Gr moment quadratique de la section (mm 4 ). 
t : longueur libre de flambage de la poutre (mm). 

REMARQUE : 

f est la longueur de la poutre, la longueur libre de flambage 
L , est fonction du type d'appui. Elle est donnée par le tableau 
ci-contre. 
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55«53 Contrainte critique 

En écrivant que: A 2 =-^-= -^—= 

P2 |/G;J iGi 

En reportant cette valeur dans l“expression (1) de F c 


P „j r'.F.S 

(Z) 

La valeur tfe la contrainte critique a c (en MPa) est : 

a e = — = 

S x 1 

55b 54 Calcul de résistance 


En posant a c = F e ou x 2 E ^ ^ m détinit : 

X 2 


i 2 _ TT 2 . E 
- K.~ 

(3) 


X c : élancement critique (sans dimension) 

(A c ne dépend que de la nature du matériau). 

E : module d'élasticité longitudinal (MPa). 

R e : résistance élastique du matériau (MPa). 

COEFFICIENT DE SÉCURITÉ : 

Le coefficient de sécurité k, spécifique au flambage, est te double du 
coefficient de sécurité habituel s (s dépend du type de construction, 
des conditions de calcul et d'utilisation. Les valeurs de s sont don¬ 
nées au § 48.5). _ _ 


k*ts 

sÆ 

% _ 2 R et 


Rpc 

Rpc 


résistance élastique à la compression (MPa). 
R pc : résistance pratique à la compression (MPa). 


EXEMPLE Of CALCUL: 

Une vis à billes de diamètre à fond de tilet 32 mm est guidée à 
une seule extrémité par deux roulements à billes. Elle est soumise de 
la part de l'écrou à une charge axiale de compression. L'écrou est au 
maximum à /= 1000 mm du palier. L'élancement critique de l'acier 
XC48 est : A c =6G, sa résistance pratique est : R pc = 150 MPa. 

Calculer la charge admissible sur la vis pour éviter le risque de 
flambage. 

HYPOTHÈSES : 

La vis est encastrée par rapport au bâti côté roulements, libre côté 
écrou (monté dottant) 

■ Calculer l'aire de ta section droite (5) : 

S= ■ S= 7r * 3 ^ = 804 mm ; 


CONDITION H RÉSISTANCE : 

■ La charge critique d'Euler F c ne doit jamais être atteinte. 
* fgdtn charge admissible sur la poutre. 


k - F adm 

fadiïi 

* .fc (4) 

2. fl„ 

En remplaçant dans (4) F c par sa valeur (2) ainsi que X$ (3) : 

F = R pc . ^ • £*-£•. on trouve : 

2.Re X 2 

R 

* adrc “ 

z i 

pt*i 

U 

S 

|* (5) 


Rm 

Rpc 

S 

X 

K 


force admissible d'après Euler (N), 
résistance pratique à la compression (MPa). 
aire de la section droite (mm 2 ), 
élancement de la poutre (sans dimension), 
élancement critique de ta poutre (sans dimension). 


■ A t =100 

■ A e = 70 

■ A e = 60 


poutres en acier (profilés) 
poutres en bois du en aluminium 
poutres en foote 


CRITÈRES DE RÉSISTANCE: 

Selon la valeur X, la charge limite fest donnée par l'une des trois 
relations (poutres, acier). 


Poutres courtes 

A <20 

Poutres moyeones 
20 < A < 100 

Poutres élancées 

A >100 

Compression 

Formule 

Formule d'Euler : 

simpïe : 

expérimentale 
de Rankine : 


F adm= Rpc- R 

Rpt ’ S 9 

i + /jJ 

Fêta- 

44 


VA J 

U J 


■ Calculer le moment quadratique de (S) : 

/&= ^ ; /&= ^ x32 = 5,15 x 10*mm' 1 
64 64 

■ Calculer le rayon de giration : 



■ Calculer l'élancement de ta vis : 

Cas n° 2du tableau : longueur libre L-2 f 

X - ; X = 2 x = 250 (Euler s'applique) 

P 8 

1 Calculer la charge admissible : 

■ Fa*n= 150x804 ; ^ = 3474 N 

tr ’-w 


4 


4 
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56 Dynamique 
du solide 
en translation 

56*1 Caractéristiques 
du mouvement 

La vitesse angulaire üsi&g d'un solide {S} en translation dans 
en repère galiléen (Ut e ) est nulle à chaque instant (voir chapitre 22). 

CONSEQUENCES : 

À chaque instant, tous les poids du solide (S) ont : 

■ même vecteur vitesse t / AeS ,& g 


m même vecteur accélération a Ae$ isLg 

l'étude du mouvement peut se limiter à celle du centre de 

gravité G du solide (S) : 


V A e (5) 

Vâç sm g - SM g 

quel que sait 4 : 

_ _— ► 

appartenant à (5) 

3 Am SM g Gm SM $ 


56 ml Choix du repère 

Les hypothèses fondamentales de la mécanique reposent sur un 
système d'axes absolus (repère de Copernic : origine au centre 
de gravité du système solaire et trois axes passant par des 
étoiles). Elles restent valables arec un repère galïléen (9î s ) 
en translation par rapport aux axes de Copernic. Toutefois, avec 
une approximation satisfaisante pour ta plupart des problèmes, 
on peut admettre qu‘un repère lié à la terre est galiléen (9t ff ). 

EXEMPLE: 

Le mouvement d'une tête d'usinage sera étudié sur un repère 
(& fl ) lié au bâti de la machine. 

56 »3 Quantité d'accélération 

La Quantité d'accélération d'un point A auquel on associe une 
masse M peut être représentée par te pointeur (A Ma ). Elle 
s'exprime en kg . m . s 2 . Pour un solide (S) en translation, 
constitué de nombreux points ayant la même accélération que son 
centre de gravité 6, te représentant est un torseur dynamique : 


M représente alors la masse totale du solide (£}. 


SOUDE EN TRANSLATION 



__ _1 _ 

A B forme on angle constant avec l'un quelconque des axes 
[OXg\{0,ig) du repère (9? s ) = {o,xg,yg,Jg)i 


QSfH g - 0 

Le torseur de quantité d'accélération s'écrit en G : 
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56 «4 Principe fondamental 


II existe au moins un repère (yr 5 ) dit gaiiléen, et une chro¬ 
nologie, dite absolue, par rapport auxquels, pour tout sys¬ 
tème matériel (S), le tcrseur des forces extérieures appli¬ 
quées à (SJ - noté g { ^ext/s } au point G- est égal à son 
torseur des quantités d’accélérations - noté C {. v s/;| , 9 } au 
même point - On écrit symboliquement : 

G l ext/S } ~ G g ) 


a On obtient deux relations vectorielles pour un solide (5) de 
masse M de centre de gravité G : 


i F ttX - M. a c/1| . 9 

» LJ II *4 

(I> 

2^(F ex1 ) = 0 

(II) 


■ L'énoncé de ces relations constitue tes théorèmes généraux de 
la dynamique. 


Moment dynamique (II) 


^Af a {F ext/S) = 0 


Résultante dynamique (I) 


^enl/S ~ M ■ a G/!ilg 



La somme vectorielle des 
forces extérieures appli¬ 
quées à un ensemble (S) 
en translation dans un 
repère galiléen (0î e ), est 
égaie au produit de sa 
masse m par son vecteur 
accélération. 



La somme des moments 
au centre de gravité G de 
toutes les forces exté¬ 
rieures appliquées à (5), 
en translation dans un 
repère galiléen (sft ÿ ) est 
nulle. 


REMARQUAS : 

■ Wa G/% représente la quantité d'accélération du centre de gravité 
G de (S) J 

■ En tout autre point A que G, le moment peut ne pas être nul ; 
en effet: 

*A = {-^S/a^I + AG x 

- AG x M,3 G/ ç lLg 

-rffi(G, M 3 G / tjl g) 

■ Par projections sur les trois axes d‘un repère quelconque, 
les deux relations vectorielles (ï) et (II) déterminent six équations 


algébriques : 

XPfOj/p^ffgyt/S) — M. X (1) 

ÏPw\Ç g (FJS) = M.y' (2} 

SPfQiI 0 ~{^ÏS) = M,z" (3) 

= 0 (4) 

2s% a (FvJs)=0 (5) 

X^(W5) = 0 (6) 


■ x‘\ y 'j z" sont les dérivées secondes par rapport au temps /, des 
coordonnées du centre de gravité G de (S) 


■ Pour un solide, en translation rectiligne setor. {O, x ), il ne reste 
que trois équations exploitables. 

(1) -SProj/yft) (F^) — Mx' 

(2) 2Proj/ ( ^ (Êj) - 0 


* ^ext^ ~ a S/ü. g 


z*„(Üs)=o 


( 6 ) 


'Voir §74.1. 


Dans ces équations, x, y, z, coordonnées du centre rte gravité G de 
(S), sont des fonctions du temps f. 
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56*5 Effet d'inertie 
Méthode de d'Alembert 

1! suffit d'écrire ie principe fondamental de la dynamique sous 
la forme: 

G { + e <e,ï = >} 

OÙ: 

e { S^êxt/ s) représente le torseur des forces extérieures à (5), 
G { e /) représente le torseur des effets d'inertie. 

REMARQUES : 

■ (e,î =- s {j/Gesm s ) :1e torseur des effets d'inertie 
est égal au torseur des quantités d'accélérations (ou torseur 
dynamique) changé de signe. 

■ En ajoutant tes effets d'inertie aux actions mécaniques 
extérieures, ie problème de dynamique se traite comme un pro¬ 
blème de statique : 


RÉSOLUTION PAR LA MÉTHODE DE D'ALEMBERT 



Problème : exprimer T en fonction de mg et a G 
(application numérique : m = 500 kg, g =* 10 m/s , 
a G = 0 puis a G = 2 m/s 3 ) 

Solution : Isoler (S) = {cabine + charge } 


( 1 ) 

(II) 


E fext+iTjsO 
E /^{Ëürt)sï 


avec £/-— fâ. SGfcft g 


56-6 Quantité de mouvement 

le théorème de ta résultante dynamique prend une autre forme 
si l’on ex prime l' accélération du point G en fonction de sa 
vitesse: VëësiAs'- 

(I) X Fext = MJ- Vg($ s = - (/W- Venu) 
ût tit 

Le vecteur p = m. V^ g s'appelle «quantité de mouvement 
de (S) dans son mouvement par rapport au repère galiléen 

nota: p s'exprime en kg. m. s* 1 . 

THÉORÈME: 


La somme vectorielle des forces extérieures appli- 
quées à un système (S) est égale à la dérivée, par rap¬ 
port au temps, de la quantité de mouvement de (S) 
dans 


T 4 


"-0 

P + 

E 

(S) est en équilibre relatif sous : 

• Les charges : T - T 

P = -mg.T g 

• L’effet d'inertie : ë'= -ma G . 

• Les efforts dus à la pression atmosphérique, 
se compensent 

Par conséquent : T-m .g -m .a G = 0 
D'où Tssm(g + a G ) 

Application numérique : 

si a G = 0 : r=5000N 

si a 6 - 2 m/s a : T = 6000 N 
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56 ■ 7 Méthode de résolution 

56b 71 Actions mécaniques 
extérieures 

■ Isoler un système matériel et préciser un repère (& fl ) galiléen. 
Éventuellement, élaborer un croquis ou un schéma de cet 
ensemble isolé. 

« Effectuer le bilan des actions mécaniques exprimées sous 
forme de torseur ; examiner les symétries et toutes particularités 
permettant de réduire ces torseurs à des résultantes 
(invariants §76.3). 

Commencer par les actions à distance puis de contact. 

{Un graphe de liaison peut éviter des oublis dans le cas de 
mécanismes complexes.) 

■ Décompter tes inconnues : 

Pour un solide en translation selon {O, x) dans le plan (O, X y), 
on dispose des équatioas : 

jFext .7 = M.Jtïâg 0) 

Xfext .y =0 (2) 

£M e ] (fw}=0 (FF) 

REMARQUE: 

Le problème ne part présenter plus de 3 n inconnues pour 
^solides isolés. 

Si ce n'est pas le cas, il faut revoir la modélisation. 

56-72 Analyse cinématique 

Elle consiste à exprimer l'accélération du centre de gravité G du 
système isolé pour pouvoir appliquer le théorème de la résul¬ 
tante ou la méthode de d’Alembert. 

Elle consiste à exprimer la vitesse du centre de gravité G si l'on 
préfère appliquer ie théorème de la quantité de mouvement 
(intéressant quand ta somme des forces extérieures est nulle). 

56-73 Équations du mouvement 
Utiliser au choix, selon les cas : 

• les théorèmes gênéraux(§ 56.4), 

■ la méthode de d’Alembert (§ 56.5), 

■ ta quantité de mouvement (§ 56.6), 

■ une méthode énergétique (chapitres 61 à 63). 

* la modéiisaliûr Ces liaisons étant réalisée. 


Identifier le problème à résoudre : 

SOUDE (S) EN TRANSLATION 



Isoler (S), Choisir (9î 0 ) 





Définir les actions mécaniques 
appliquées à (S) * 

à distance 

de contact 




Effectuer l'étude 
cinématique 


Définir la position 
d'un point de (S) 


Déterminer la vitesse 
du point de (S) 



Déterminer l'accélération 
du point de (S) 




Principe fondamental 

R 

# 

E 

O 

E F BXt Ï* M . B Qfifi g 

E #b{f ext) = 0 

S 



0 


Méthode d'Alembert 

L 

U 

T 

O 

— -* t 

E Fe%\ + et = 0 

E /^fî(fext) =0 

1 



0 


Théorème de la quantité de mouvement 

N 

r> 

E 77x t . d (m. vTm a) 

df 
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56 «8 Applications 


ÉQUILIBRE 3UR UN TAPIS MOBILE 


■ EXEMPLE 1: 

Un transporteur déplace des pièces cylindriques de diamètre D, 
hauteur h, masse M, reposant par leur base sur le tapis mobile. 

Exprimer l'accélération maximale pour que : 

T Aucun cylindre ne glisse (facteur de frottement p entre cylindre 
et lapis). 

2° Aucun cylindre ne basai le. 

Application numérique : M = 1,2 kg, D - 75 mm, h - 210 m, 
j .Ai - 0,2 ou /JL 2 =0,5. 

SOLUTION : 

Isoler et choisir un repère : 

On isole le cylindre et l’or, choisit (& p ) lié au soi. 

Modéliser les actions mécaniques : 

■ Poids représenté par (GM g) (§13). 

■ Appui-plan représenté par fi, dans le plan {0,Xg,'f g ) de 
symétrie (§ 9.2,12.6. chapitre 32). 


Principe fondamental 

Méthode de d’Alembert 

ïK* = Mi 


in projection sur ig Ÿg 

Rsïna = Mx" (t| 

ffcos a- JH ÿ= 0 (2) 

ffsin a (1) 

Rw&a-Mg =0 (2) 



CONDITION DE NON-GLISSEMENT 



Ms- + Mx“.Xg 
Mg h— 


Nota : pression ambiante sans effet (chapitre 17). 


On déduit de (1) el (2) que tan a - x"/g. 
u Condition de non-glissement : tan a < tan <p (chapitre 32) 
Soit fi.g. 

u Condition de non-basculement (autour de 71) si : 
tan ««D/ft soit x"«. D.g/h (chapitre 34). 

■ Conclusion: 

Si m ^ D/h, le cylindre ne glisse pas tant que x"^ n.g. 

Si ^ >£î//ï, te cylindre ne bascule pas tant que x"=s D.g/h. 

■ Application numérique : 

M1 = 0,2 <75/210: 

pas de glissement si 0,2 x 10=2 rn/s 2 . 

M = 0,5 >75/210; 

pas de basculement si x” < —— x 10 = 3,57 m/s^. 


CONDITION DE NON-BASCULEMENT 



Ma= +Mx". x~ 
I-*■ 


©zj 


>V‘ 
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■ EXEMPLE 2: 

Une locomotive de 100 t vient percuter, en roues fibres, un 
wagon immobile de 351. Au moment du contact, ia locomotive 
roulait à 20 km/h. 

Soit à déterminer la vitesse prise par l’ensemble après l'accrochage. 

SOLUTION: 

Isolement et choix du repère. 

Il est astucieux, ici d’isoler [‘ensemble constitué par la locomo¬ 
tive et le wagon car les actions mécaniques de i’une sur l’autre 
ne sont pas demandées. 

Le repère (9t s ) sera lié au sol. 

Modéliser les actions mécaniques. 

Toutes ies forces sont dirigées selon ia verticale du lieu 
{résistances au frottement et au roulement négligeables par 
hypothèse). 

Le théorème des quantités de mouvement s’écrit : 

XFext = i{m.v) 
df 

En projection sur ( axe ( 0, x ), il devient : 

0 = d (m. v) m. v = k (constante Vf) 
df 

Par conséquent : 

■ avant l’accrochage : k ~ m 5 . v, = 100 x 20 

■ après l'accrochage : k = (ïïi^!ïi z ) v 2 = 135 v 2 

D'où : v 2 = !ffix20 = 14,8 km/h 

135 

■ EXEMPLE 3 : 

Après avoir accosté, un homme de masse m 5 = 75 kg saute sur 
le rivage à 2,8 m/s. Quel est le mouvement de sa barque au 
même instant sachant qu’elle a une masse m 2 = 100 kg ? 

SOLUTION (ABRÉGÉE) : 

Utiliser le même raisonnement que dans l’exemple précédent 
en considérant l'ensemble [homme + barque} ; on trouve 

m, . v + (JI2 . V = 0 

On trouve que la barque s'écarte du rivage à la vitesse 

V = ülliJL soit à 1^= 2,1 m/s 


ACCROCHAGE DE WAGONS 

Z k 


Vy - 20 km/h 

V- 0 

- 



m, = 1001 

1 -—f TT "l 

4 h 

m a = 351 

nn- fin " 1 



DESCENTE D'UNE BARQUE 


Homme Banque 
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■ EXEMPLE 4: 

Soit une machine à tronçonner les profilés. 

Déterminer tes efforts en C, /et J pendant la phase d'accélération 
maximale de l'ensemble (£) = fl, 2,9). 

On connaît : 

■ la masse de l'ensemble m= 7 kg, 

■ les efforts dans le plan (6, X 2), 

■ les frottements en/et J d'angle p=8.5 p , 

■ l'accélération â77 = 4x (m/s 2 ), 


CROQUIS D'ENSEMBLE 


Modéliser les actions mécaniques sur (5) 

■ À distance : poids rW z l 

■ De contact: g' 0 I 

Les efforts dûs à la pression atmosphérique se compensent. 




Xi 0| (Xj 0 


Xc G 

ENSEMBLE (S) = {1.2. 9) 

en / 

0 0 ; en J 0 0 

; en C 

0 0 


/ 

Zi 0/ j\Zj fij 

C 

Zc Oj 



■ Une étude rapide (sans calculs) dans le cas (te liaisons par¬ 
faites (Z,= Zj=0) permet de déterminer le sens des normales en 
/et J; on en déduit la position de ces points sur les génératrices. 

D'autre part, la direction de l'effort moteur en C permet d'écrire 
la relation Z c =-X c . tan 7,5°. 

Avec frottement, on ajoute les relations : 

X,=-Z,.tan <p . <p (chapitre32). 

Appliquer le principe fondamental 

-Z, .W\<p+Zj Awq>+X c =m.a (î) 

-m.g+Z, +Zj -X c .tar 7,5° = 0 (2) 

X/^(fëxi) = 0: ClxUGJx J+GCxC=0 (II) 

Avec: 



On obtient : 


- 7,33 Z, -148,25 Z, -120 X c = 0 


(3) 


Résoudre les équations : 

En remplaçant w par 7, a par 4 et ç> par 8,5°. ce système de trois 
équations permet de calculer Z,, Zj, X c . 

Les résultats sont portés sur 1e croquis ci-contre. 


-4 
/ 


OJIIÛ} O 

« ^ 

CO 

r? 
c 

s 

ift 
CO 


Nota ; 


& 


j 




K 

+-H^ 


Sens de a 


m&x 


RÉSULTATS 


x c ** 54,7 N 
Zq «-7,2 N 


55,1 N 


X, = -19.09 N | 

Z, = 127,8 N J 

|o||7fl« 129 N 

Xj = - 7,56 N ’ 
Zj = -50.6 N, 

•=0 H J 11 « 51,2 N 



,5' 

UC fl-55.1 N 
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■ EXEMPLE 5 : 

Un monte-charge de masse = 1 MO kg avec son chargement 
est soulevé par un câble de diamètre d= 10 mm. Ce câble a une 
limite élastique R u = 1 200 MPa* et une masse volumique 
p v = 7,2 kgfttm 3 . Pour la position basse du monte-charge, le câble 
a une longueur déroulée de /,=30 m (masse non négligeable). 

Déterminer : 

1 ° Le coefficient de sécurité du râble lorsqu'il soutient le 
monle-charge à l'arrêt. 

2° À partir de quelfe accélération du monte-charge, le câble 
riSQue-t-ii de se rompre? 


SOLUTION: 

■ La contrainte maximale dans le câble se situe à sa partie 
supérieure lorsqu'il est complètement dérouté. 

Masse du râble déroulé : m 2 =p v . . L 

4 


Avec : 


p v = 7,2 kg/dm 31 
d=0,l dm 
(=300 dm 


m 2 - 16,96 kg. 


■ Masse totale soutenue - %- m, + m 2 -1 517 kg. 

■ Calculer le coefficient de sécurité à l'arrêt : 

Il s'agit d'un calcul de résistance des matériaux pour un câble 
soumis à la traction simple: 

F ^ fîe fis. S = _ ffg. S 

s Fan» 1 + 

R„~ 1 200 MPa \ 

Avec : 5=^x5 mm 7 I coefficient de sécurité s» 6,2 
mi+ m 2 =l 517kg / 

5= 10 m/b 2 | 

■ Calculer l'accélération entraînant te dépassement de la 
limite élastique du câble : 

Il faut isoler {râble déroulé+monte-charge} (voir ci-contre), 

X proj// (f od ) = (mi+ a 

Soit : T- (m, + %) g= (m, + in 7 ) a => T= (m, + w 2 ) (s+ g) 

Il faut que : l<R e soit 7^ = R e .S 

$ 

Donc: (m, + /rç)(a + S=> 

iïh+ m 2 

■ Application numérique : 

fle= 1 200 N/mm 2 ; m, + m 2 = 1517 kg 1 S^- 52,1 m/s 2 
x 25mm 2 ; ÿ^10m/s 2 ja n iat!~5.g 
* 1 MPa=1 N/mm 2 . 


CÂBLE DE TRACTION 



NOTA: 

La pression atmosphérique agissant tout autour du 
système, la résultante des efforts qu'elle engendre est 
nulle. 
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57 Solides en 
rotation autour 
d'un axe fixe 

Tous les p oints d e l'ensemble tournant (S) ont même vitesse 
angulaire a s/œ B dans un repère galiléen {9t s }. 

Si:^ 

■ 1 représente le vecteur unitaire de l'axe de rotation, 

■ cj= 6 (ou de/d/) représente la dérivée par rapport au temps 
de l'angle Obalayé par chaque point de (S) dans (%), 

alors : a s/st e = o )(chapitres 26 et 27}. 

57 ■ 1 Choix du repère 

On limite l'étude à la relation d'un solide autour d'un axe fixe 
Le choix de cet axe doit permettre de vérifier le principe fonda¬ 
mental de la dynamique avec une précision satisfaisante 
(voir §56 2) 

REMARQUES : 

■ Le mouvement de rotation est plan (chapitre 28). 

■ On note généralement (0.7^), ( 0, / e )les axes du plan et 
(0. z^i'axe de rotation perpendiculaire à ce plan. 


© 

© 


MOMENTS D'INERTIE J D'UN SOLIDE PAR RAPPORT À UN AXE PASSANT 
J ! ml PAR SON CENTRE DE GRAVITÉ 


Définition 
X(Am) = m(kg) 
Jtegiau PD Z *} 


Cylindre plein 
homogène 
masse m(kg) 


Cylindre creux 
(couronne) homogène 
masse m (kg) 


Sphère pleine 
homogène 
masse m (kg) 


Tige rectiligne 
section négligeable 
homogène, masse m(kg) 


SOLIDE EN DOTATION 
Axe de rotation 


i/o ig - s(ûfn,r^) 


t tt 

kg.m* kg m* 


Jg 


J* 




*9 


.2 


m.H 


Je*g= ^ 


É Ancienne appel lattæ. 
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57*3 Théorème de Huygens 

If permet d’exprimer le moment d’inertie d'un solide homogène 
par rapport à un axe {A. z g ) connaissanî celui par rapport à 
(G.^)qui lui est parallèle. 

— J6ig[S) + m. rf 

J Azg : moment d'inertie de (5} par rapport à {A, f g ) parallèle à 
(G, ^) {kg.m 2 ). 

J Gzg : moment d'inertie de {S) par rapport à {G, z g ) passant par 
son centre de gravité (kg.m 2 ). 
m : masse de {S) (kg). 

d : distance entre les axes {G, z g ) et (A, z g ) (m). 

57»4 Calculs des moments 
d'inertie 

57-41 Centres de gravité sur i'axe 
de rotation 

Les inerties de chaque solide élémentaire ayant son centre de 
gravité sur l’axe de rotation s'ajoutent directement. 

EXEMPLE : 

Le plateau (P) est constitué de deux cylindres creux : 

■ S r d'inertie J Azg (S,) = 1,08x 10 3 kg.m 2 

■ S 2 (déiiri ci-contre) de masse volumique p v - 7,2 kg/drrr 

W$2) = {n2-(n 2 + ' 2 ) (§ 575 )' 

m 7 = Py .ir{R 2 - r 2 ) .e = 7,2 x TT x (0,6 2 - 02 2 ) x 0,2 
*= 1,45 kg. 

‘WS?) = 0.5X1,45(0,Û6 2 + 0,02 2 ) 

= 2,9 x10“ 3 kg.m 2 . 

■ (P)={S i, S 2 } a donc une inertie : 

•W^ 4 * 10 " 3 * 9- m2 - 

57.42 Centre de gravité extérieur 
à l'axe de rotation 
Appliquer le théorème de Huygens. 

EXEMPLE : 

Connaissant les caractéristiques du maneton (S) : 

J Azg (S) = J Gzg (S) + m. d 2 = 3 x IC' 6 + 0.08 x C.05 2 
= 2x IG -4 . 

Peur {(P), (S)j : 

J^ ff = 4x10 3 +2x10' 4 = 4,2x10 3 kg.m 2 . 


PLATEAU MANivELLE 
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57 b 5 Moment cinétique 

57 • 5 1 Moment cinétique 
élémentaire 

Soit P, un point du solide, auquel on associe une masse 
élémentaire m,. 

• La quantité de mouvement de ce point se note : 

= (unité: kg. m/s), 

• Le moment cinétique de ce point par rapport à (4 ) : 
#A{Pj,pj) = HjPj.tni.vpj= nij.fj ,ù> caru, - û>j r 

57b 52 Moment cinétique du solide 

fl se note L àm j = 

En projection sur l'axe (4), on obtient une relation algébrique : 
üisiZg)=2ft 4 (Pi, PÏ )=• rj. S(n}j.rf) 


L ÂiSHgi~ J A( S ^- <u 


L A{SMg) 

J MS) 

b) 


moment cinétique par rapport à 4, * (S) {kg.m 2 /s). 
moment d'inertie de S par rapporté 4 (kg.m 2 ). 
vitesse angulaire de S autour de 4 {rad/s}. 


57 b 6 Torseur cinétique d'un 
solide par rapport à un axe A 


B c - m. V Gfi , : résultante cinétique 


m : masse du solide. 


Vax : vitesse du centre de gravité G de (S) dans (rfi g ). 


U 




L â [si#g ) : moment cinétique par rapport à (4) de (S) / (tf ff ). 

Lorsque le solide tourne autour de (4} sans glisser te long de 
cet axe, on obtient : 


U SM B I 4 0 L /USWg) mZ } = j 0 * | 


NOTA: 

Ne pas confondre te torseur cinétique (qui associe masses 
et vitesse) avec le torseur cinématique. 


MOMENT CINÉTIQUE 
(4) A 


Axe de rotation 



(4) 


î* 


Moment cinétique 



TORSEUR CINÉTIQUE D'UN SOUDE (S) EN ROTATION 
AUTOUR D'UN AXE (4) FIXE 


1 


(4) 


Lj(Sj • Z - Jj - ù> 


1 {La résultante cinétique 
est nulle) 
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57» 7 Théorème du moment 
cinétique. Théorème de Koenig 

Il explicite la relation entre moments d'un torseur {§ 76.1}. Pour 
le torseur cinétique, on écrit : 

L Gm g )\ et {<%fj 4 = { fl e L Am g )}- 


t-AiWgi-LGiSteg) + AG* R c 

Le moment cinétique d'un solide (5), en an point A 
quelconque, est égal au moment cinétique de ce solide 
en son centre de gravité augmenté du moment en A de 
sa résultante cinétique. 


REMARQUE: 

Pour un solide en rotation autour d’une axe fixe, la résultante 
cinétique est nulle (fy. - M. V G! < ig -= 0). 

(S) en rotation autour de (G, i s ) (fixe) passant par G : 

--# - h 

L/Um s ) - l-Gm s ) V A (quel que soit A}, 

» 

L G{m g ) - l Q = */&•«■ 


THÉORÈME DC KOENIG 




l-AfS^g) = t-G(SN',g) 


MOMENT DYNAMIQUE 


57 b 8 Moment dynamique 
d’un solide 

* Chaque point P) du solide (S), associé à une masse élé¬ 
mentaire ntj , a une quantité d'accélération notée mj.a P ^ g . 

On appelle moment dynamique du solide (5) par rap¬ 
port à un axe (G, z g ) la somme des moments par rap¬ 
port à cet axe, des quantités d'accélération. 

Msising) = W-Gpifag) 

• Théorème du moment dynamique. 

Le moment dynamique se déduit du moment cinétique : 


* 6 G[m g ) s àt L G(m g ) 

» Pair un solide en rotation autour de ( G, 7 } : 

^ rf G(S/sti ff J ~ ( J Gz*"ï = 4* w ’ = 0 ” 

Md enkg.m 2 /s 2 
J Gl enkg.m 2 . 
ai et e‘ en rad/s 2 

* x ; signe du produit vectoriel ( a est toléré, avec réserves. Voir § /0.6). 


Solide fî 



Solide (5) en rotation fiRg 

h(m g) - J €tg - - J Gt - ù) 

$àG{Sm$) ~ ^Gig - 
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57 «9 Torse ur dynamique 

Pour un solide en rotation autour d’un axe fixe passant 
par son centre de gravité, le torseur dynamique s'écrit : 

.Ms/m.,)}- jo œÏG(SWg)} 

■ Le centre de gravité restant fixe sur l'axe, la résultante 
dynamique est nulle. 

■ $ (}G {S/ÿlg) * Zg ~ J Gig- 9 

J Ezg : moment d’inertie de (S) / G ig {§ 57.2 et 3}. 

6“ = dw/d/= d 2 9/àt 2 : accéiération angulaire de (S). 

( 6 , 4 ) : axe de rotation de (S). 

■ Le moment dynamique conserve la même valeur en tous 
points : 

/ffdA = Mds + AG xO = fflde (§761) 

57» 10 Principe fondamental 

Pour un solide en rotation autour de l'axe (g,*®) pas¬ 
sant par son centre de gravité : 
il existe au moins un repère, dit galiléen, et une chro¬ 
nologie, dite absolue par rapport auxquels, pour tout 
système (S), le torseur des forces extérieures appliqué 
à (5) est égal à son torseur dynamique (ou torseur des 
quantités d'accélérations). 

ZF ettfs 11 0 IW 

X>i(fext/s)l E \jez a .e"-f s f (n> 


NOTA: 

Vitesse critique de rotation. 

Un arbre de mécanisme doit toujours tourner à une vitesse 
éloignée de sa vitesse critique N c sous peine de rupture par 
vibrations (résonnance). La vitesse critique se calcule par la 
relation : 


Ne = 960 V I/ yl™ 

Af c : vitesse critique (tr/min). 

| yjmâ* : (lèche maximale de l’arbre (mm) (§ 52.93). 

EXEMPLE : 

Si | y|ma* = 0,3 mm, Ne = 1 750 tr/min. 


THÉORÈMES GÉNÉRAUX 

Résultants dynamique (!) 



La somme vectorielle des forces extérieures 
appliquées à un solide (S) en rotation autour d'un 
axe fixe (d'un repère galîtéen) est nulle. En 
projections sur tes axes (G, x^) et (G, y g ) du pian de 
la rotation, on obtient : 

(1) £ Proj / Gxg (F ext / S) = O 

(2) I Proj / Gyg (F ext / S) = 0 


Moment dynamique (II) 



v - — 

^G{S)^g 

i 

‘ ih 

r*r 

G 

\ Solide (S) 

Axe 

T71 

Wr 




La somme des moments par rapport à l'axe (G, z g ) 
fixe dans le repère galiléen (!£ e ), de toutes les 
actions mécaniques extérieures appliquées au 
solide (S) en liaison pivot autour de (G, z g ) est égale 
au produit du moment d'inertie de (S) relatif à (G, z^) 
par l'accélération angulaire de ce solide. 

(6) X/é^(Fext/S) = Jozg. 6 ’ 

NOTA: 

Retenir simplement : 

Couple moteur - Couple résistant - J. 9“. 

(Exemple page ci-contre.) 
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57«U Applications 


MÉTHODE DE .RÉSOLUTION (RÉSUMÉ) 


EXEMPLE 1 : 

Un moteur exerce au démarrage un couple C m - 5 N. m. L’en- 
semble de la chaîne cinématique peut être modélisé par un 
votant plein de rayon H= 150 mm et de niasse m= 50 Kg, relié 
directement au moteur. 

Calculer la durée de démarrage pour pue le moteur atteigne 
fa fréquence de rotation n-~ 1 500 tr/min : 

1° en négligeant tes frottements, 

2° en considérant que tous les frottements rapportés à t'axe du 
moteur se réduisent à C t - 0,2 M. m. 


SOLUTION: 

isoler l'ensemble tournant (figure ci-dessous} et écrire le prin¬ 
cipe fondamental en projection sur l'axe de rotation : 

C„,-C r = J G2 Ù) =>(a= —j- 

couple moteur ; C, - couple résistant, \ 
Jg/’A m./ï 2 =1 x5Ûx0,15 2 = 0,562kg.m 2 

V 2 2 / 


Cas du trottement négligeable 

Cas du traitement C/ 

ü,'=-*L -=8,88rad/s J 
0,562 

(ù s Cût 

f ._ o) _t 500 x2 ît/ 60 
ùî 9,89 

f=!7Js 

8,53 rad/s z 

0,562 

0} « m't 

f=; ù) „1500 x2 ni 60 
û y 8.53 

t*UAs 


DÉMARRAGE D'UN MOTEUR 


Stator 

da» 


Rotor 




Volant 


Cfn C r 



; / 7/ y 



Dans la plupart des cas, it suffit d'utiliser l'équation (il) en pro 
jection sur l'axe de rotation (G,z) pour résoudre : 

r /^G/(Text) — Jffyo s Je? a 
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EXEMPLE 2 : 

Sur un tambour plein 1 de masse m 5 = 60 kg, de rayon 
200 mm, s'enroule un câble supposé sans raideur et de 
masse négligeable. 

Le tambour pivote avec frottement (p. - 0,2) dans des paiiers 
0tf=2Omm, 

À l'extrémité du câble, on accroche une charge de masse 
m 2 =30 kg qu'on abandonne sans vitesse initiale. 

Calculer la durée mise par la charge pour descendre /?= 10 m. 

SOLUTION : 

■ Isolement du tambour : 

Efext =6: P- F + 7"= 0 {sur y: (2)) 
■M'G^fext )= / e ,. o) : T.R-F.p.r^J.ûF (sur J:(6)} 


DESCENTE D'UN TREUIL 



■ Isolement de la charge: 

Efext =/7î2.l:m2.0- T^mï.a (sur y : (2‘>) 

■ Aspect cinématique : 

L'accélération de la charge est égale à l’accélération tangen- 
tielle du tambour: 

a = a, = ^-îL = -i- {co. R) => a-a>'. R 
d t Ct 

m II faut donc résoudre: 

( mt.g-F+T = 0 (2) 

? T.R-p.F.r = J.ù)‘ (6) 

y mi.g-T = m 2 .œ‘ .R (2 r ) 

RÉSOLUTION : 

(2)-* :f=m 1 .3+r ; {2')-»: T=m 2 {g-ë .R) 

(6)-* : rn 2 (g~(ii.R)R-[m^ .g+m 2 {g-cci .R)lp.r 
= 0,5 m,. R’, (d 

En regroupant les termes avec tu', il vient : 

R\0,S. mi.R-t m 2 (R- p. r)] 

mz.R-p .r(niï + m2) 

=>a = g -----— 

0,5. m,.R+ m 2 \R-p. r) 

Application numérique : 

30 x 0,2 - 0,2 x 0,01 (60 + 30) 

0,5 x 60 x 0,2 r- 30 (0,2 - 0,2 x 0,01 ) 
a = 4,87 m/s z 

(Mouvement rectiligne uniformément accéléré.) 

Donc v=a.te\h-0,S.a.t 2 =ït= ^ ZÎL = 2 , 035 . 

(En chute libre, la descente durerait 7* = 1,414 s.) 



- 

(g)? 

v y 


Poids 


\p 

\ 6 


avec P = m z g , y 


Pression atmosphérique somme 
d‘efforts nulle 

I f \ 

Pivot [ _ 

ol-IIC f IUj 

C, = juF.r 


Câble 


lin. y 


ISOLEMENT DE LA CHARGE 



x 


Poids 

O 


l ^9-V \ 

t 5 I 


Câble 


h-F 
J 5 I 


(g) z NOTA : La résultante des actions 

dues à la pression atmosphérique 
_ est nulle et la résistance de l'air est 

y négligée. 
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EXEMPLE 3: 

Cas de deux arbres tournants. 

L arbre 1 a une inertie J, par rapport à son axe. Il entraîne, par 
l'intermédiaire d'une courroie, un arbre 2 dont l'inertie par rap¬ 
port à son axe est J 2 . =0,2 kg. m 2 ; J 7 = 3 kg. m ? }. 

L'arbre 1 est soumis à un couple de démarrage C wX alors que 
Larbre 2 supporte un couple résistant global égal à C r2 . 
(C m1 = 12 N. m ; C r2 - 20 N. m). Pour un certain réglage 
des poulies, le rapport de réduction obtenu est R = f 1 /r 2 
(r, = 15 mm ; /j = 60 mm). 

QUESTIONS : 

1° Exprimer i'accélération angulaire pendant le démarrage 
{application numérique). 

2° Calculer la durée mise pour que Larbre 1 tourne à 
1 500 tr/min (C m1 constant). 

3" On supprime C mi . Durée de l'arrêt? 


SOLUTION: 

1 D Isolons l'arbre t : J, O", = C ffl1 - F. ^ 
Isolons l'arbre 2 : J 2 =+ F. r 2 - C, 2 
Relation cinématique : = + f1 


ff 


h 


(t) 

( 2 ) 

(3) 


Il suffit alors, dans t, de remplacer : 

f= ■ ff 2 = + b-er, ; d'où 

R 2 * 


Ji + ^1 - Cmx-Crttl 

Expression de la forme : 

ve-i - Cmi-Cn 

4___* 


Inertie équivalente 

Couple résistant 

sur Marbre t 

équivalent sur 1 


On calcule donc : 

J 1 ‘=0,2 + 3x1V16=0 1 3875kg J n^L 

C, *=20x15/16=5 N.m J 

2° Durée du démarrage (aspect cinématique). 

#, = 18,06 rad/s 2 => 6\ = 6\t 

e', = 1 500x 2 7t/ 60 rad/s pour /, = 8,69 s 

3° Arrêt: 

0,387 5 0 ", = - 5 => e 5 ! - - 21 ,6 rad/s 2 =* f 2 = 7,27s. 


CHAÎNE CINÉMA,1QUE À DEUX ARBRES 
Variateur de vitesse 


Moteur 


Poulie a diamètre variabie 



J-, (kg. m 2 ) 


n 


t ~n » Arbre 2 


Arbre 1 [ f~ L \ \ 


Variateur-Réducteur 


i 


(pour un réglage donné) 


□ 
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EXEMPLE 4 : 


EXEMPLE DE CALCUL 


Chaîne cinématique à n arbres (généralisation). 

La méthode indiquée dans l'exemple 3 s'applique aussi à une 
chaîne cinématique comportant plus de deux arbres. 

Dans te cas de trois arbres, en isolant chaque arbre et en écrivant 
le rapport entre les vitesses angulaires, on arrive aux résultats 
suivants : 


Équation du mouvement de l'arbre (I) : 


avec 


|Cr1*=Cr 3 X 5-X-2- =Cf3 


n n 


■ Équation du mouvement de l'arbre (U) : 

J2*6"2= Cm2*“ Cr2* 

-Ctnl-i Cr2 ~ £ r 3 * — 


B Équation 

i du mouvement de l'arbre (m) : 

J3*e"3=Cffl3*-Cr3 

avec! 


1 

1 Cflî 3 *-Cnr 1 x x — ~Cm\ X —- 


( n T3 Û) 3 


Arbre Poulie Roue dentée 



Arbre (I) : inertie J, - 0,1 kg. rn 2 
Arbre (U) : inertie J 2 =0,2 kg. m 2 . 

Arbre { 111 } : inertie J 3 = 25 kg. m 2 . 

Réduction (I) / (II) : /?, = 1/5 = r^f 2 . 

Réduction { 1 I}/(IIÏ) : r 9 fr t = 1/4 et r 3 = 20 mm. 

Le Ifottement de chaque arbre sur ses paliers est estimé à C f = 0,2 N. m. 
De plus. (III) supporte un couple résistant C f3 =5 N. m. 

L'ensemble tournant est entraîné par un moteur à 1 500 tr/min. 

On coupe l'alimentation du moteur. 

Calculer : 

1 ° la déceélérafion angulaire, 

2° l'effort tangentiel en A entre dentures. 

SOLUTION : 


REMARQUES: 

■ L'inertie équivalente d’un arbre rapide rapportée à un arbre 
plus lent est égale à l'inertie de cet arbre rapide multipliée par le 
carré du rapport de multiplication (supérieur à 1 ). 

■ L'inertie équivalente d'un arbre lent rapportée à un arbre plus 
rapide est égaie à l'inertie de cet arbre lent multipliée par le carré 
du rapport de réduction (inférieur à 1 ). 


■ Considérer l'ensemble tournant et rapporter son mouvement 
à l'arbre (I): 

\J^J 2 .Rj + J 3 .Ri 2 .{r 3 /r^] e\ 

--Ci ~(C f .Ff)-(Cf + C l3 ).Rf.(r 3 /f^) 

-[0,2 + 0,2/5—(0,2 + 5 ) / (5 x 4)] 

D'où o,1 + 0,2/25 + 25/(25 x i 6 ) 

0*,=-2,932 rad/s z . 


■ Le couple équivalent se calcule à partir de : 

* * fût 

C i ,g>i = Cj,ù>i => Ci-Cf— 

(à, 


» Pour calculer A dans la denture, il suffit de considérer seulement 

(Iï + ffl): 


0,1 t 0,2/251. 0 “i = - 


0,2 + F. 0,02 


F=69 N 


5 
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58 Travail 

58 •! Travail d'une force 

Une force travaille lorsque son point d'application se déplace 
dans un repère. 

le travail élémentaire dlV, exprimé en joules (J), 
d'une force F (fi) se déplaçant de d/ (m) est égal 
au produit scalaire: dlV= î. d/ . 


REMARQUE : 

Un travail esl positif, négatif ou nul selon F et d e. 

58»2 Expression analytique 
du travail élémentaire 

Déplacement élémentaire d /1 

Temps élémentaire d / \ d/- V.üt 

Vitesse instantanée V J 

NOTA: 

Si d / représente le déplacement élémentaire d’un point M, on 
la note aussi d CM ou d M. 

En considérant les coordonnées sur un repère del/et F, on 
obtient : 

- -* (vx\ 

d W=F . |T.df= Y l.luy df= X. o,dt+ Y.v r Ûi+Z.v?4t 
'Z' \vz> 

soit encore : 

_ ’m lûx\ 

d W=F.ûZ = ^j.^|=Jf.dx+ r.dy+Z. d z 


TRAYAIT ÉLÉMENTAIRE D’UNE FORCE 

Force 

V, F - 

/ r 

a 

-—-* 

d f 

> 0 

Y ^ 

t F ~ 


y m 

/ (infiniment petit) 

CL ,» d7 

0 

\ F 

7 

< 0 


EXPRESSION ANALYTIQUE (exemple) 


F ( 10ON ) 



dW=F.6Z 



100 sin 30° 1 


50 1 

F 

100 cos 30° 
0 1 

1 ; ^ 

50 42 

. o , 


= 100 Ir/min = 10,47 rad/s - -rr 


=7 d 8= 10,47 dt 


Donc 
d W = 


50 

/ 0 

50 V2 

. 2X10,47 dt 

0 

S o 


» 1 813 dt 


58*3 Travail élémentaire d'une 
force en translation rectiligne 

ûW^F.V.üt = [Irll.cosa.ux . d /=| J F II * cos «, cUr 

NOTA: 

Si F reste constant (mêmes direction, sens et intensité), alors on 
peut calculer le travai I de la force entre deux points 4 e! B : 


W*b* 



.cos a .(Xb-Xa) 


Le travail d'une force constante gui se déplace entre 
deux points A et B est égsl au produit de la projection 
de la force sur la trajectoire, par la longueur de cette 
trajectoire. 





* Présentation pratique pour calculer te produit scalaire de te vecteurs (§ 73.5) 
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58»4 Travail d’une force 
ou translation quelconque 

■ Elle conserve mêmes direction, sens et intensité mais son 
point d'application décrit une courbe quelconque ; son travail 
s'écrit 6W=F .if. 

( d f = ds. T où T : vecteur unitaire tangent à la courbe ). 

■ d W=|l F ||. ds. cos a =I! F II. d s' (où ds’ représente la 
projection d'un élément de trajectoire sur F ). 

■ Entre deux points A et B, il suffit de sommer : 

Le travail d'une force constante se déplaçant entre deux 
points est égal au produit de la norme de cette force par 
la projection de la trajectoire sur son support. 


58 b 5 Travail d'une force de 
moment constant par rapport 
à son axe de rotation 

m= F .d7=F 7 .d7+F/7d7 

-h.if car F/v-Ld/’;dortcF« .d/^0 

= Fr.d7(7r.d7- F r . d/ : vecteurs colinéaires) 
=f t . f. de-7"o(F*).tie 

Entre A et B, on obtient : 

W^ B ^Wo(F).{ee- e A ) (Netrad) 

Le travail d'un couple (moment constant et résultante 
nulle) est égal à ta valeur de ce couple multipliée par 
son angle de rotation. 


58 b 6 Travail d'une action 
de contact 

On projette résultante et moment de l'action mécanique en un 
point sur te pian langent au contact et sur la normale à ce plan. 

Les seuls mouvements possibles se réduisent à : 

• un glissement relatif dans ce plan, de vitesse , 
b un pivotement autour de la normale : a> m , 
b un roulement autour d'une droite du plan : «,et & r 

Le travail dfV correspondant se calcule alors par : 

( | d/= (di/*. Vaé m air ■ )df 

W aw > \ Va*v\ J 

(Comoment du torseur de l'effort par le torseur cinématique. ) 


TRAVAIL D’UNL FORCE CONSTANTE 
(exemple : poids d'un corps mobile} 



TRAVAIL D'UN COUPLE 



TRAVAIL D'UNE ACTION DE CONTACT 



Action mécanique de 1/2 : IA 1/2 I en A 

Avz 

X A 

\Ya 

\z A 

) * m fe) 


Mouvement relatif de 2/1 : i u 2/t | en A 

•O 2/1 | 

dIV = {X A .v,*V 

10 J 

x-» 

- * (Ve 

v Me2n \Vy 

U 

y+L A *(t) X +M A .Û)y + N g 

) 

* tùj) i i 
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58 ■ 7 Applications 

58» 71 Sphère roulant sans glisser 
sur un plan 

Entre A et B , les forces qui travaillent sont : 


■ te poids (direction constante) : [ Wçàas] A . B = + mgh (§ 58.4), 
« l’action de contact en A: 

( iFûtsement nécessaire pour la rotation : J 
résistance au fcutement négligeable | 

l X,y,l) 


>î{^c/ï} = 


X A 0 
Y a 0 
0 0 


Letorseur cinématique de 1/0 en A s'écrit : 
0 0 

4 ü i/o} = ü 01 

a- ta, 0 


(sans gïîssement, V/| e 1 / 0 = û) 


(x. y, r> 


Dans 1e cas d'un roulement sans glissement, le travail 
de la force de contact est nul. 

Le travail se réduit alors à celui du poids. 


58» 72 Travail d'un gaz 

Un cylindre contient un gaz à la pression p. Il se comprime sous 

l'action F d'un piston. On part écrire: 

m Travail élémentaire reçu p ar le gaz : 

ldtVI= IF. djrl =lp. S.dJrl = !p. dld 

■ Sous F, le volume ^diminue ; donc dl/<0etp>0. On doit 
donc écrire le travail élémentaire : 

ÜW--F. djr =-p. $.ûx=-p.üV 

dl^(J) p{Pa) l/{m3) 

■ Le gaz accumule de l'énergie quand on le comprime. 

58* 73 Travail d'un ressort 

Le raisonnement ressemble au précédent : 

Pendant une compression de dx, la force appliquée au ressort 
lravaiilededW=+F.dx. 

Dans 1e domaine élastique on connaît la loi de déformation, 
fonction de la rigidité /r (N/m) : 

F=tk.x 

Ona: dW=-t-A.x.dx= + dS 

(dS= aire élémentaire sur le diagramme.) 

Énergie accumulée pour la flèche f mif : 

Wa- B x ^ Fuis!. / mai 

_ 2 _ _ 

Le ressort que l’on comprime emmagasine de l'énergie que l'on 
compte alors positivement. 



SPHÈRE OUi ROULE SANS GLISSER 


e 

Si ||ÂB|| = 1m 1 W A _ B =||p||.||Ae||sina 
||P||= IOn] = 10x1xsin20° 

= 3,42 J 


TRAVAIL ÉLÉMENTAIRE D*UN GAZ 



dpV=-p»dV 


dW en joules (J) ; p en pascals (Pa) 
dV en mètre-cube (m 3 ) 


TRAVAIL D'UN RESSORT 
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59 Puissance 

59 «1 Définition 

La puissance instantanée P d'une force qui efieclue pendant 
te temps d/ ie travail élémentaire dtVest égale à la dérivée du 
travail élémentaire par rapport au temps : 

P-ÛW 

_ __ ût _ 

P : puissance à l'instant /en watt (W), 
dW: travail élémentaire en joule (J), 
d/ : temps élémentaire en seconde (s). 

REMARQUE : 

■ La puissance est une grandeur algébrique {voir convention 
de signe fig 1). 

■ Un watt est la puissance développée par une force qui 
effectue un travail de 1 joute en 1 seconde. 

Muttipîe : le kilowatt (kW) ; 1 kW= 1G 3 W * *. 

59«2 Puissance d'une force 

La puissance développée par une force F à l’instant /est égale 
au produit scalaire de cette force par la vitesse du point d'appli¬ 
cation M de cette torce dans son mouvement par rapport 
au repère (fft) (voir fig. 2). 

P= f. MMt sia nu P = I!f||.|| V« t swr||'COsa 

P : puissance en wat!(W). 

[| F|| : intensité de la force appliquée sur {S} en newton (N). 

11 v m s ,a j j : vitesse de M appartenant à (S) par rapport à (31), 
et mètre par seconde (m/s). 

59«3 Puissance d'une force 
sur un solide en rotation 

P- $ o(f). n s/« 

: puissance à l'instant f en watt (W) 

moment de F par rapport à 0. 

en newton. mètre {N. m). 

: vitesse de rotation de (S) par rapport à (fit), 

I! Si si* Il en radian par seconde (rad/s). 

* Ancienne unité : le cheval vapeur : 1 ch - /36 W. 


P 


Æo(f) 



Si si a 


(?) CONVENTION DE SIGNE 


Le système reçoit une puissance P y 



Le système fournit une puissance P 2 


P 2 < O 


Système isolé (le moteur électrique) 


( 2 ) puissance développée par une force 



(T) PUISSANCE D'UtC FORCE SUR UN SOUDE EN ROTATION 




Axe de rotation 


de Sm 


Solide (S) (ex, ; 


hélicoïdal) 


M 

Traj ectoire de M 
par rapport à (£rt ) 

— 

y 
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Dans le repère # ( 0, x, y , i ) les composantes des vecteurs sont : 

M avec: M = # 0r [F) :%«: 0 . 

N / \ Ù) ) 

N = # 0 z(n 

g#- 

En effectuant le produit scalaire # 0 (?). /î SM 

OU P=N.m 

P : puissance développée à l'instant t par une force f appliquée 
sur un s olide en rotation par rapport à un axe fixe (0, z) (W). 

$o x {F) : moment de ta force F /axefixe(0z}(N.m). 
ù) : vitesse angulaire de SI Lità f 1 instant t (ratl/s}. 


REMARQUES: 

■-f- 

■ Si m Qz (F } et tu sont de même signe : P> 0. 

La puissance développée par f est fournie au solide (S). 

■ Si Mq 1 [F) et <o sont de signe contraire P<0. 

La puissance développée par F est prélevée au solide (S) 

■ On pose souvent M 0z [F) = C m . 

C m étant le couple moteur (en N. m), 

avec. C m — Mqi(F ). 2 . 

L'expression de la puissance devient : 

P = £/n-w 


EXEMPLE DE CALCUL : 

Un dispositif de levage est constitué d'un moto-réducteur 1 mini d’une 
poulie à gorge 2 sur laquelle s'enroule un câble 3 (d = 150 mm). 
La charge est ü P II = 1 800 N. La vitesse de levage est constante 
H e 4/;ii Il = 20 m/min. 

1° Calculer la puissance nécessaire pour élever cette charge et déter¬ 
miner celle du motoréducteur. 

2° Calculer te couple moteur correspondant. 

HYPOTHÈSES : 

■ Les poids du support et du câble sont négligés. 

■ Le câble est sans raideur. 

SOLUTION: 

I e Isoler = {portion 3“ de câble, bobine 4, support 5), 

■ Si est en équilibre à vitesse constante sous l'action de deux 

- ÿ- — ^ -ÿ- 

résultantes P et 7 3 /3 - d'où T m ~ = - P . 
d'où: 7V^. — HPliF = 1800y . 

Le vecteur vitesse Vcew* est vertical. 

Vcez’/tn et T m - sont donc colinéaires. 

■ Calculer la puissance développée par cette force : 

P — H^ce 37 »IM^Ï/ 3 "N-cos0° ; COS0° = 1 
d'où : P= (20/60) X 1 800 ; P= fiOD W. 

2” Isoler l'ensemble S ? = {poulte 2, portion de câble 3"}. 

■ Recenser les actions extérieures (voir tableau ci-contre). 

■ Écrire le théorème du moment statique / (0, 2 ) en B : 

Ng + \\T m U/2 = 0 

N b +1800x 150/2 = 0 _ 

Nq — — 135 000 N« mm ; ~ ~ "®35 N. m. 

A/g = = -135 N. m est le couple moteur exercé sur la poulie 2 


DISPOSITIF DE LEVAGE 





TorsEurs appliqués sur (5} s (2,3"l 

1 

J 

W*JY)-J-t i) 

[ B m ]= ! ha ]. ( y b si 

l / s‘ *«« 1 fll O N b l(m i 
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59«4 Puissance absorbée 
par les actions de contact 

■ Lorsqu'une liaison est parfaite (fadeur de frottement // 
nul) la puissance absorbée par les actions de contact est nulle. 

Par exemple, si la masselotte 2 glisse sans frottement sur la 
tige 1 en rotation uniforme autour de (O, z ) on peut écrire : 

P= A 1 / 2 . Kfleî/l = 0 (/I|/2 -L l^e2fl) 

■ Lorsque le facteur de frottement ju n'est pas nul. 

la résultante des actions de contact de 1/2 peut être projetée 
sur une normale et une tangente à la surface de contact : 

A\i 2 = N 1/2 + 7”i/ 2 (voir § 32.2). 

Le travail de ta force langentrelfe est résistant et non nul. li est 
transformé essentiellement en chaleur. 

REMARQUE : 

Dans te cas d’un roulement sans glissement (p * D) 
avec un contact ponctuel, le travail (et donc la puissance) de 
l’action de contact est nul (voir § 58.71 ). 


MASSELOTTE COULISSANTE {/z = 0) 



Dans {»,) = (O, x A , y 1 , z-, ) *i 

P = Il 4Î/2Ü • I! K, e 2/! Il-COS (9 = 0 (COS y = 0) 



MASSELOTTE COULISSANTE { M * 0) 


P - Il 4,/211-H 1^Ae2/lll- COS 8 — 0 {cos 8 < Q) 


59.51 


UN SEUL DEGRÉ DE LIBERTÉ 


Nature du mouvement 


1. Translation 
selon (0, /) 


2. Rotation 
autour de (0, z) 


3. Pivotement 
autour de (0, y) 


4. Roulement 
autour de (0, F) 


ç ^2/1 ^ | ^2/1 


Actions de contact 


Z 


?! 


7/77T 


2 1 | p 1/2 



y * 


w i/2 
T 2^ ® 



2/1 il 12 


Qw 5 


r ^777777777 

iJ T fa 



P=A,„ . V 


Puissance absorbée 


2/1 - *M£V2 


P-$àm ■ w i/2 




^ = 11^2/1 !#*• g ll“t/ 2 ll 


P = IM 2 /t!l J 11“ 1/2 II 


P^^bANzi 1 )-<« 1/2 
E = fi||W 2 /i||.|l«i/ 2 || 


EXEMPLE DE CALCUL: 


Un arbre 1 de diamètre 60 mm est en liaison pivot par rapport 
à 2. Il est soumis à une force radiale de 2 500 N Le facteur de 
frottement entre 2 et 1 est m — 0,1 La fréquence de rotation 
de1/2est/? = 50tMiin. 

Calculer la puissance absorbée par !e palier 2. 

RÉSOLUTION : 

Nous sommes dans le 2 e cas du tableau : 


P = Il A/ 2/1 II */A- ^ - ll ft> 1/2 


P= 2500 x 0,1 x 0,03 x 


D 
2 

2 -n x 50 


PUISSANCE ABSORBÉE DANS UN PALIER 



60 


P~39,3W. 
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59» 52 Plusieurs degrés de liberté 

Soit un solide en rotation autour de (A, ï) et en translation selon 
{A, F) par rapport à S 0 (exemple de la liaison pivot glissant) Le 
torseur cinématique de (S)/9l 0 s'écrit si A : 



A 


&$m 

bleS/aO 


{& 0 esttiéàS 0 ) 


Le torseur des actions de contact de (S 0 )/(S) en A est ; 
d'V)/(SG)l = 

A 

la puissance totale des actions mécaniques de (5p)/(S ( ) est 
égale à la somme de la puissance développée par R et de celle 
développée par : 

P = R ■ + Af A . , o 

R : résultante des actions mécaniques de (S 0 ) sur (S). 

: moment des actions mécaniques de (S 0 ) sur (S) en A. 
fi SM o : vitesse angulaire de (S) par rapport à 9t 0 . 
v A^sm '■ vitesse de A lié à ( s ) P af apport à & c , 



P est donc le comoment suivant : 







P = 

B 

1 m ^ 

fism 


4 


A 

v Assm 



59«6 Puissance absorbée 
par la résistance de l'air 

■ Cette dernière absorbe une grande partie de la puissance 
du moteur d'une automobile. 

m Le vent sur le toit d'un bâtiment provoque une charge 
importante. 

D'après te §18.3: 

lifl/pÿll = Q,5.C )r .p.S. Il yïÿ7l! z * 

C x : coefficient de traînée {dépend de la forme, de la rugosité du 
corps). 

p : masse volumique de l'air (kg/m 3 ), 

S : section maximale du corps normale aux filets d'air (m 2 ). 
Ï^J : vitesse du solide (S) par rapport à Pair (A) (m/s). 

La puissance correspondante absorbée est : 

P=IIWIMI^II : p=o.5.c..p.s.ii^î!! 3 


EXEMPLE : LIAISON PIVOT-GLISSANT 




Ligne de courant 
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60 Énergie 

60 «1 Définition 

in système isolé possède de l'énergie si cette grandeur phy¬ 
sique peut être transformée en travail mécanique. 

}n distingue différentes formes d'énergie, par exemple : 

■ l'énergie mécanique : elle est directement transformable 
m travail (mécanismes avec ressorts, fluides comprimés, etc). 

a l'énergie électrique ; liée à la circulation d'électrons dans 
jn conducteur (moteur électrique) 

a l'énergie chimique liée à la combinaison de plusieurs 
;orps (ex. : la combustion de l'essence provoque un travail dans 
le moteur à combustion interne). 

a l'énergie solaire liée au rayonnement solaire, à son 
aspect lumineux (photopiles) ou calorifique, 
a l'énergie nucléaire liée à la transformation de la struc 
ture des atomes (réacteur nucléaire). 

la figure 1 montre, sous forme symbolique, quelques transfor¬ 
mations possibles de l'énergie. 


(T) TRANSFORMATION DE L'ÉNERGIE 

ENTRÉE : SORTIE : 


Énergie 

Convertir 

Énergie 

électrique 

l’énergie 


mécanique 

Moteur électrique 


Pertes 

Énergie 

Convertir 

Énergie 

chimique 

l'énergie 


mécanique 

Moteur à combustion 

. . 

Pertes 

interne 



Énergie 

Convertir 

Énergie 

solaire 

l'énergie 


mécanique 

Photopiîe 

r 

Pertes 

+ moteur électrique 



Énergie 

Convertir 

Energie 

nucléaire 

l'énergie 


mécanique 

Réacteur nucléaire 

_ f 

Pertes 
--- 


+ turbine 


60 «2 Rendement énergétique 


Le rendement d'une machine qui transforme une forme d'énergie 
quelconque en énergie mécanique est défini par le rapport 
suivant (voir fig. 2): 



rj : rendement (lire êta). Nombre sans dimension. 
P e : puissance d'entrée dans le système isolé (W) 
P s : puissance de sortie du système isolé (V/). 


REMARQUES : 

■ La puissance dissipée par les pertes (frottements, effet 
Joule, pertes calorifiques...) est égale à la différence entre la 
puissance d'entrée et la puissance de sortie 

■ t] est toujours intérieur à 1 ; t] < 1 .* 

■ Si un mécanisme est constitué d’un ensemble de méca¬ 
nismes montés en série (voir fig. 3} ayant chacun un rendement 
connu toi. rj 2 , i] 2 ... 7j„), le rendement global jj du méca¬ 
nisme est : 


V~ti i ■ Vz-'Oz — 'Ta 


(V) RENDEMENT D'UNE MACHINE 



(?) MÉCANISMES EN SÉRIE 



Par certains calculs, an prendra 
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60 «3 Valeurs de rendements 
de mécanismes 

Pour les calculs de rendements de mécanismes : 

■ soit on calcule Ira valeurs à partir de relations taisant intervenir le 
facteur de frotteront entre matériaux {voir chapitre 12 et chapitre 32). 


■ soit on utilise tes valeurs expérimentales du tableau ci-dessous. 
Une place particulière est faite aux systèmes vis-écrou à bittes, étant 
donné leur importance dans les parties opératives des machines à 
commandes d'axes numériques et des systèmes asservis. 


Mécanismes particuliers 


Rendement tj 


Arbres sur paliers à roui erre rts 


m 


Arbres sur paliers lisses bien lubrifiés 


0,95 


Commandes par courroie 


0,55 


Engrenages droits rectifiés, bien lubrifiés 


Engrenages taillés, bien lubrifiés 


0,95 3 0,97 


Arbres sur paliers lisses a graissage discontinu 


0 r 9 à 0,92 


Engrenages taillés mai lubrifiés 


0,9 à 0,92 


Engrenages bruts de matriçage, selon montage et entretien 


0,75 à 0,05 


Roue et vis sans fin : 

- revers!die bien lubrifié 

- irréversible, mbrtiïé I la graisse 


0,4 à 0,8 
0,3 à 0,4 


Vis et écrou d'assemblage (irréversible) 


0,15 à 0,3 


SYSTEME VIS-ECROU 


(D Rendement tj des vis-écrou à billes (utilisation normale) * 


© Rendement tj des vis-écrou à billes (utilisation inversée) 


Utilisation normale : tourner la vis pour obtenir un déplacement en translation 
de l'écrou. 

Rendement rj 


Utilisation inversée : translater l’écrou pour obtenir une rotation de ta vis. 


Rendement rj 


1 

0.9 

0,8 

0,7 

0,6 

0,5 

0,4 

0.3 

0,2 

0.1 










_|_LJ 

i 

/ 

r z 

T 







î 

rrj 


Vi 

sé 

i b 

ilte 

ÏS 


T 








^ J 


















1 * 



1 / 








/ 

Y 

1 




, 






/ts 

tr< 

iditio 

nnel 

lie 








i 

_l_ 



fi — 0,1 


U =0,2 


fi =tan <p 

Facteur de frottement 
ou de frottement 
équivalent. 


01 2 3456789 10 
Angles d'hélice (degrés) : a 

Exemple : on donne : a = 2° ; ft = 0,01. 

Quel est le rendement de 77 ? 
La courbe donne : tj = 0,78. 



fi = 0,003 
11 = 0,005 

fi = 0,01 


fi = 0,1 


01 23456789 10 
Angies d'héiice (degrés) : a 

Exempte : on donne : a = 2° ; fi = 0,01 
Quel est le rendement de ij ? 
La courbe donne : tj = 0,7. 


D'après Korta 
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61 Énergie potentielle 


Dans certains cas particuliers, le travail d'une force appliquée 
sur un corps dépend uniquement des positions initiale 
et finale du corps, et non de la façon dont 1e parcours s'est 
effectué. Dans ce cas, la force est dite conservative, elle 
dépend d'une fonction E p , appelée énergie potentielle 

61 ■ 1 Énergie potentielle 
de pesanteur 

Un solide (5) de masse m, placé dans un champ de pesan¬ 
teur uniforme g , se déplace de t à 2 Le travail de son poids 
P dans le déplacement d'une hauteur : h = z y - z 2 , s'écrit : 

h-2- mg ; nr( P)i. z = mfl7 1 -mg7 ? 

■ Par définition, l'énergie potentielle de pesanteur en 1 ou 2. 
définie à une constante près C, est : 


ÉNERGIE POTENTIELLE DE PESANTEUR 



— mg/f + C ; Ep2 ~ m 9 Z 2 + P 


fpl : énergie potentielle en un lieu 1 (J). 

E p ?. énergie potentielle en un lieu 2 (J). 
m : masse du solide (S) (kg). 

Z] : altitude du fieu 1 par rapport à l'origine de ïiï (m). 
z 2 : altitude du lieu 2 par rapport à l'origine de fft (m). 

REMARQUE : 

S conventionnellement E p est nulle pour z = 0, la constante est 
nulle et E p -mgz*. 

■ Le travail du poids P peut s'écrire ainsi : 


m - e p2 ; wCp 


61 «2 Énergie potentielle 
d'élasticité 

Un ressort 1 comprimé, exerce sur un piston 2. un effort : 
lorsque 2 passe du point t au point 2, 1e travail de ta force 
d'élasticité F v2 du ressort s'écrit : 


W(F\ Z «!»**- I kx \ ; W(f > 12 = F p1 - f pï 


EXEMPLE DE CALCUL 


Un corps de masse M = 300 kg descend de 3 m. Sachant que 
Il ÿ || = 10 m/s z , calculer la variation d'énergie potentielle de 
pesanteur au cours du déplacement : h = - z 2 ; h = 3 m. 

W[P\. 2 = 300 x 10 x 3 = 9 000 J . 


ÉNERGIE POTENTIELLE D'ÉLASTICITÉ 

Ressort 1 Piston 2 Tube 3 Origine du repère fixe 

( ~ (ressort détendu) 




À ~î 


î 

i 

2 

X 

I 


1/2 


e Q : longueur libre 
du ressort 


Pour x - O 
(ressort 
complètement 

détendu) : 
E p0 = Û 


£ pl : énergie potentielle d'élasticité au point 1 (J). 

& : énergie potentielle d'élasticité au point 2 (J). 
k : raideur du ressort (N/m). 
x, : abscisse du point 1 (m). 
x 2 : abscisse du point 2 (m). 

* Sinon on peut exploiter simplement la différence d'énergie potentielle, ce qui permet d'éliminer la constante. 


RAPPEL. 


■ La force exercée par un ressort est proportionnelle à sa 
(lèche x: F^n ~ - kx.x , 

Si x< 0 (cas ci-dessus) > 0 . 

■ Le travail élémentaire est dtV= - Irxdx**. 

*z 

kx dx= 1 JLjrï - 1 kxl. 


W'(E) 




Voir chapitre 58. 
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61 «3 Énergie potentielle 
d'un gaz 

Un gaz que l’on comprime accumule de l’énergie (§ 5872). 
On dit alors qu'il augmente son énergie potentiel le car ii pourra 
restituer le travail correspondant lors de sa détente 


_iWh-g = - fpi_ 

It/fgaz)^ : travail reçu par le gaz entre tes états t (ft, U|, T f } 
e\2{p2.v2. r 2 ){J). 

: énergie potentielle finale du gaz (état 2) 

: énergie potentielle initiale du gaz (état 1) 


On peut aussi écrire 



ÉNERGIE POTENTIELLE D'UN GAZ 

Gaz (air) S : surface du piston 1 





x 


", 

Position 2 
du piston 1 


Tube 2 


Position 1 
du piston 1 


DEMARCHE DE CALCUL 


GRANDEURS PHYSIQUES 


1° Peur calculer l'intégrale ci-dessus, il laut connaître fa loi de varia¬ 
tion de p en fonction de la variation de volume. 

2° Identifier le type de transformation dans le tableau ci-dessous 
(transformation en vase clos d'une masse de 1 kg de gaz située en 
permanence dans le même récipient*). 

3° Calculer p 1 , v 1 à l’état 1 et p 2 , u 2 à l'état Z. 

4' Calculer IV^ selon la loi définie ci-dessous. 


p : pression effective du gaz (Pa). 
v : volume occupé par le gaz (m 3 / kg). 

T : température absolue (K). 
r : constante caractéristique du gaz (J / (kg. K}). 
F : force exercée par le gaz sur le piston (N) 
avec F = p.S.x . 

ûW (gaz) : travail élémentaire du gaz (J / kg) 
avecdlY(gaz) = F.ix. 


Transformation isotherme : T = Cte 


Transformation isochore : du = 0 


P (Pa) 



Loi de Mariette : 

T = Cte; pu = Cte 

Travail échangé 1-2 
u 2 


P (Pa) 
P2* 


Wl-2 = 




Pi 


u 1 v fm /kg) 


T 

_J t 


O u, ~v 2 v (m/kg) 


PiV^r. T, 

Pi v 2 = r • ^2 

Pi _ T \ 

Pi 

Travail échangé 1 -2 
^1-2 = O 


Transformation isobare : dp * S 


Transformation isentropique : dû = 0 


P (Pa) 

A 


Pi 

Pz 


2 

h* “ *r- 


Pi v ! - r -Ti 
P2 V 2 = r * ^2 

v e r 2 

Travail échangé 1-2 


P (Pa) 


v 2 


u, v (m 3 /kg) w i-z - “P ( v 2 “ w i) 



pv y = Cte 

Travail échangé 1-2 : 
1 


Wl-2 = 


y -1 


{PiVz-PivJ 


vi v (Trr/kg) 




Étude insuffisante pour aDcrcter ios machinas Ihorniqucs dans (esqueltes le ga? s'écoute. 
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62 Énergie cinétique 


C'est l'énergie acquise par un solide (S) qui se déplace à une 
vitesse upar rapport à un référentiel ({£). 

Tout corps en mouvement peut fournir un travail lorsque sa 
vitesse diminue (un marteau qui arrive avec une vitesse sur une 
tôle, est capable de la détofmer). 


62 «1 Solide en translation 

On définit la variation d’énergie cinétique AF* V2 d'un solide (S) 
entre deux instants /, et t 2 par : 

m : masse de (S) (kg). 

v j : vitesse d'un point (S) par rapport à (ffi ) à l'instant (mis). 
t> 2 : vitesse d'un point (S) par rapport à (y!) à l'instant t 2 (m/s). 

Par définition, la grandeur scalaire positive 1 m.v^ g/ s 

est l'énergie cinétique du solide (5). à l'instant /, consi¬ 
déré. par r apport au référentiel rrT. On peut aussi écrire: 

A F tvï = f *2 ” 

A f A1 _2 : variation d'énergie cinétique entre et l 2 (J) 


62 ml Solide en rotation 


On définit la variation d'énergie cinétique A E kl , 2 d'un solide (S) 
entre deux instants f| et fj par: 


1 2 j t 


J Di , : momenl d'inertie de (S) par rapport à l'axe (O, à”} de 
rotation de (S)/(£R) (kg. m 2 ). 

<%/,(: vitesse angulaire de (S}/(iR) àl'instant /, (rad/s). 

(Ojs/m ■ vitesse angulaire de à l'instant ( 2 (rad/s). 


APPLICATION : 

Catculer la variation d'énergie cinétique du votant V de masse 
fn~ 120 kg, de forme cylindrique de rayon /?= 0,5 m, entre l'instant f, 
de trérjjence de rotation /t, =900 tr/min et l’instant 1 2 : n 2 =0tr/min. 


SOLUTION : 

Calculer te moment d’inertie du volant par rapport à (O, î) 
m p2 120x0,5 2 , 1C . 

Jqz- 2 ~ 1 ~ — 2 — ' ^ 0î ~ ^ ^ * m 

900x2 n 

La vitesse angulaire à ^ est û> wsj =—— -=30 /r rad/s. 

60 

Calculer ta variation d’énergie cinétique entre et f 2 : 
£*z-F*i=0-l x15x(30tt) ? ; A f * v2 =-6620J 


ÉNERGIE CINÉTiQUE D‘UN MARTEAU 




MOUVEMENT DE TRANSLATION 


Solide (S) masse (m) 


^GeS/Hî : trajectoire de GM 


WîcS/i* 


£R (O, x, y, z ) lié à la terre 


TRANSLATION : EXEMPLE DE CALCUL 

Calculer la variation d'énergie cinétique d'une automobile dont 
(a masse en charge est de 1 600 kg lorsqu'elle passe d'une 
vitesse v, ■> 110 km/h à l'arrêt (v 2 = 0) par rapport à un réfé¬ 
rentiel (lit) lié à la terre. 

SOLUTION : 


Convertir la vitesse à l'instant f 1 en m/s : 

IIQxlO 3 

3 600 * = 36 


V\ m — 


^ *10 2 m/s 


Calculer A F t1 . 2 = F* 2 -f t1 : 

AF m *0- 3 -x1600x 131| xtO 4 (pouri) 2 *0 
Z '36 ' 

A F 112 » - 746 913,6 J = - 747 kJ 


f, 2 =0) 



Palier de guidage 


ÉNERGIE CINÉTIQUE D'UN VOLANT 


masse m 


Rotation autour 
de (O, 


* Si u is/a( , est nulle par rapport au repère (&, ), F^ et nulle par rapport à (UE ( ), ce qui ne veut pas dire qu'elle soit nulle par rapport à un autre repère (Ut 7 ). 
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62m3 Mouvement quelconque 

Lorsqu'un solide (S) est animé d'un mouvement quetconque, 
ceîui-ci est le résultat de fa composition de deux mouvements 
(ex. : alimentation en rotors d'un poste de montage). 

■ Celui du centre de gravité G de (S) dont le vecteur vitesse à 
l'instant test: 

■ Celui du solide (S) autour d'un axe (G,7) passant par G, 
dont le vecteur vitesse angulaire est : ü SIA . 

|jir^|| z + yj(0,?)|i/î^; || z 


L'énergie cinétique, à l'instant /, par rapport au référentiel (a) 
d'un solide tournant autour d*un axe d'orientation fixe 
passant par son centre de gravité G est la somme de ('énergie 
cinétique due au mouvement de translation de G par rapport 
à (S Jet de l'énergie cinétique due au mouvement de rotation 
autour de cet axe, par rapport au même référentiel (fit ). 


62m4 Théorème de l’énergie 
cinétique 

Dans un repère gaiilêen (oi ff ), la variation d’énergie cinétique 
d'un système (S) isoté, entre l’instant f, et l'instant t ? , est égaie 
à ta somme des travaux des forces extérieures et intérieures agis¬ 
sant sur (S) entre ces deux instants considérés : 

JV(fexi/S) V2 + W(ftrtÿs) V2 = f n - £„ 

ext/5) ,_ 2 : travail des forces extérieures appliquées sur 
(5) entre/, el/ 2 (J). 

M'ffint /S), 2 - travail des forces intérieures à (S) entre I] 
el t 2 {i). 

E „2 • énergie cinétique de (S) à l'instant / 2 (J), 

: énergie cinétique de (S) à l'instant /, (J). 

REMARQUES: 

■ Le travail des forces intérieures à (S) n'est pas nul 

si les corps sont déformables (cas de ta compression - extension 
d'un gaz. d’un ressort...), et/ou Ses liaisons sont réelles (frotte¬ 
ment non nu! : y. * 0) \ 

■ Le théorème (te I énergie cinétique est très bien adapté à 
l'étude des systèmes aux mouvements « unidimensionnels » 
(translation ou rotation) car il ne fournit qu'une seule équation 
scalaire. 

* (i = tan ip = 0 ; facteur de frottement mi 


AUMENTATION PAR PLAN INCLINÉ 




(S) ISOLÉ = {MOTEUR + GAZ} 

d z 


Travail des forces 
intérieures dues 
à la pression 


[Travail des forces extérieures 
|(travail du couple moteur) 


,u = O Travail nul 
des actions 
mécaniques 
aux liaisons 


CAS PARTICULIERS 1 

Corps indéformables. Liaisons parfaites fx = 0 * 

IVtFext)^ = E n - E k1 W (f int‘} V2 = O 

Corps indéformable en translation /* = 0 * 

H/(fëxt) 1 . 2 = |m(vi-v^} 

Vf : vitesse du corps au point 2/(:« s ) 
i>i : vitesse du corps au point t/(üî p ) 

Système déformable en rotation fi = O * 


WiF*x\) V2 = J 2 -f--Ji-± 

Jj,, J y, o* 2 , : moments d'inertie et vitesses angulaires 

aux points 2 et 1 > 

Système indéformable en rotation \x = 0 * 

J = Cte ; = 0 
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CAS PARTICULIERS 2 : CORPS INDÉFORMABLES - FROTTEMENT NULj/ = 0 


Translation rectiligne - Force constante 


y Solide (S) mas se m 
fl 


M fl 



9Ï g (O. x. ÿ, z ) repère galiiêen 


Travail : H se réduit au travail des forces extérieures: 

^(fl/s)l -2 ~ ■ fliilXX—Xi) 


Mouvement hélicoïdal de (S)/;ti 


Solide (S), masse m, moment d’inertie J 



H FJ = Cte 

rtî (O, x, y, 7) repère galiiêen il #a II = Cte 


Travail des actions extérieures : 
XIV(actions ext/$)i. 2 = tv(f)i 2 +ltf 

iiV( actions ext/S),- 2 = fi (ir-n)r 


Variation d'énergie cinétique : 
F* z-f * i •"* mV 


Z<M/u ) 


-1 m V 2 


KM/'O 


Variation d'énergie cinétique : 

Cir t~— m {v^-V J J (ù ) 2 -a? ] 

2 ' 2A 1M> 2 V US/**)/ 


exemple t (freinage ffun chariot) : 

Un chariot 1 de masse m= 15 kg roule sur (feux rails horizon¬ 
taux 2 II est arrêté par une butée 13,5} à ressort, fixée sur le 
bâti 4 La force F exercée par te ressort 6 sur le piston 5 est pro¬ 
portionnelle à sa flèche x 

F 6/5 s -11 538 x (Fen N ; x en m). La course maximale de la 
butée est Jr PTO = iro mm. 

Calculer la vitesse maximale du chariot par rapport à (Ht) lté au 
bâti, compatible avec la course de la butée : 

HYPOTHÈSES : 

■ la résistance au roulement en/ et B est nulle. 

■ le facteur de frottement est nul en A et B ( // = 0) et entre 
te piston 5 et le corps 3 de la butée, 

■ la résistance de l'air est négligée, 

■ le moment d'inertie des roues est négligé. 

SOLUTION : 

I e Isoler le système S = {chariot 1, butée 3! 

T Appliquer le théorème de l'énergie cinétique entre : 

1 : début du contact 1 3 et 2 lin de course bulée. 

■ Calculer les travaux des actions extérieures à {S)de1à 2: 

F„ A . &yi, sont verticales { /j= 0) donc perpendiculaires au 
déplacement dî Leur travail est nul. 

tv(p), î+ tvfa w{b 2 „ ),. 2 = 0 

* Calculer les Iravaux des actions intérieures à (f) de 1 à 2 : 

C 3-4 est verticale ( /i=0) donc perpendiculaire au déplacement 
dx tv(03/5)1-2 = O3/5. üx - 0 


DISPOSITIF D'ARRÊT 
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£ 6/ 3 ne travaille pas car son point d'application est fixe *. 

fe /5 est colinéaire au déplacement de son point d'application. 
Letoaiidelaforœd'ijnrsssoffeâ: 5 )=-^ Fe/sim ■ 

fv(fB/s)t-2 = -- x 11 538 xO.1 x 0,1 =-57,7 J 
2 

■ Calculer la variation d’énergie cinétique entre f, et % ; 

A£*|- 2 = 1 ; Ft 2 ~ O car u 2 =0; A £^. 3 = O-7,5 v<p 

• Appliquer le théorème de l'énergie cinétique entre 1et2: 

Etf-Etf -- w(f^s)>-2\ 0-7,5 vf =-57,7 

■ Résoudre l’équation, calculer v x : 

u, 2 -7,69 ; u 1= V7.69 ; Vl = 2,77 m/s 


MÉTHODE 

I e Isoler un système (5). 

2 e Choisir deux points 1 et 2 où sont connues certaines gran¬ 
deurs (vitesse, forces...). 

3 e ' Calculer l’énergie cinétique en 1 et 2. 

4° Faire le bilan des actions mécaniques. Calculer leur travail 
entre 1 et 2. 

5 e Appliquer le théorème de l’énergie cinétique. 

6° Résoudre et calculer l’inconnue. 

T Si impossibilité, choisir un nouveau couple de points et 
recommencer te calcul. 


exemple 2 (calcul d'un volant d'inertie) : 

Un moteur 2 fournît un travail de 1000 J par tour à un 
compresseur monocylindrique. Le travail nécessaire à l'aspira¬ 
tion de l'air pendant le demi-tour de t à 2 est négligeable alors 
que le travail fourni par le moteur reste constant. Le compresseur 
prend donc de fa vitesse. Pendant le demi-tour suivant de 2 à 1, 
le travail nécessaire à la compression, de l'air entraîne une chute 
de vitesse. La poulie-volant 4 joue le rôle de volant d'inertie pour 
réguler ta vitesse de rotation du compresseur. 

HYPOTHÈSES : 

■ les liaisons entre les solides sont sans frottements, 

■ les masses et les moments d'inerties des solides en mouve¬ 
ment, autres que iapoulie-volanf, sont négligés. 

Calculer le moment d'inertie J a de fa poulie afin que la 
vitesse angulaire a du compresseur reste comprise entre 
1 ,5 net 2 n rad/s, le couple moteur restant constant. 


SOLUTION : 

1° Isoler le système S= {1,4, air dans la chambre}. 



1 (point mort haut) et 2 (point mort bas). {Phaseaspiration.) 

3° Calculer l'énergie cinétique aux points 1 puis 2 : 

En 1 : vitesse min : co = 1,5 n rad/s, E k2 - \ ^ x ( 1.5 jt ) 2 . 

En2: vitesse max:w=2n-raci/s ; £* 2 = \ 4r x ( 2?r ) 2 
4" Calculer les travaux des forces extérieures et i ntéri eures : 

Les forces intérieures aux liaisons ne travaillent pas {frottement 
nul), le travail d’aspiration de l’air est nui. Le travail du couple 
moteur, supposé constant, de 1 à 2 est : 

w{c*À-2 = 1( P- ; tv(cDi - 2 = sooJ 


COMPRESSEUR MONO-CYLINDRIQUE 



PHASE ASPIRATION 



5” Écrire le théorème de l'énergie cinétique ; 

1. J 0z [(2 n) 2 - (1,5æ) 2 ] = 500 ; J 0/ =57.9kg.m3 

* Il en esl do même pour tes autres forces de liaison dont te point d'apEicstton est fixa ** Voir § 56,73. 
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63 Conservation 
de l'énergie 

63 ni Notion de système isolé 

Un système (S) es! dit isolé lorsqu'il n’échange aucune énergie 
(mécanique, calorifique, chimique...) avec le milieu extérieur, 

■ Dans le cas, par Exempte, de la chute d'un corps sous 
l'effet de l'attraction terrestre, le système isolé est constitué 
du corps (C). La perte d'énergie potentielle de (C) n'est pas 
échangée avec l'extérieur mais convertie en énergie cinétique 
rte (C) (en négligeant la résistance de l'air). 

■ Le système isolé ne peut comporter de contacts avec frotte¬ 
ment. Ces forces absorbent de l'énergie, pour l’essentiel conver 
lie en chaleur, cédée à l’extérieur. 

63 ml Principe de la conservation 
de l’énergie mécanique 

Pour un système isoié (S), dans lequel toutes les forces dépen¬ 
dent d’une énergie potentielle* et les actions de contact ne tra¬ 
vaillent pas, l’énergie mécanique totale E m est constante entre 
deux instants f, et ( 2 (voir tig. 2). L’énergie mécanique étant 
ta somme de l'énergie potentielle E p et de l’énergie cinétique 
E k , on peut écrire: 

_ f,.C, + E t »CU __ 

L’énergie potentielle ayant trois formes, on peut écrire : 

= 6k + Ef! (lies) + (êtes) + ^p (press) = 

F (pes) : énergie potentielle de pesanteur (J). 
fp(éias) : énergie potentielle d’élasticité (J). 

Épipess) : énergie potentielle de pression (J). 

REMARQUES: 

■ L’énergie mécanique étant constante, elle est en générât 
déterminée par les conditions initiales du mouvement (tig. 3). 

■ S'il existe d’autres forces F* ne dépendant pas d'une éner¬ 
gie potentielle, on peut écrire que la variation A d’énergie méca¬ 
nique entre f, et t ? est égaie au travail de ces forces Fi entre 1 
et 2 (A est négatif si te système perd de l'énergie.) 

a(E c * Ép}t-ï = ivfo)i-2 

C'est le cas d'un corps soumis à la force de frottement de Pair : 
l'énergie mécanique diminue car w(f,) <0.** 

* Gn appelle œs forces : Fore® conservatives. 


SYSTÈME ISOLÉ S = (C) 


Position 1 


instant (ti) 
Position 2 


instant (y 

Corps (C) 

Terre (T) 


i 


Accélération de 


t 

r l la pesanteur 

t V, 


t- 

1 

t 


ï 9 

r V s 

ist 

Plan de 

C\l 

N 



référence 




r x 

■- 


Lorsque C passe de 1 à 2 : 

■ 14 > V, : (‘énergie cinétique augmente 

■ Zg<z, : l'énergie potentielle diminue 


(?) CONSERVATION DE L'E m 



(?) CONDITIONS INITIALES 


Corps (C) masse m, moment 


d’inertie J 0x 


Instant : t, 
Position 1 : 


Instant : t 2 
Position 2 : 

E k2> £p2 




1 

2 


,û) t 2 


m. l/ t 3 



m 

•0 

■*1 



^k2 


1 

2 

'Jqx 


q 

m.V z z 

E P2 

— 

m 

•0 

.z 2 





£pi — 

E k2 + 

E p2 

= Cte 



Position initiale 


Vq= Ô : Vitesse nulle | E^q ~m.g.z D 
z = z ù : Altitude connue j (connue) 


Corps (C) 

(Masse m 
connue) 


Déplacement de (C) 


** Il s'agit d'un travail résistant. 
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EXEMPLE DE CALCUL : 

Soit un pendule simple composé d'un fil de longueur /et d'une 
particule Mie masse m liée à l'extrémité du fil, l’autre extrémi¬ 
té étant liée au support fixe en A On écarte le pendule d'un angle 
par rapporté la verticale. On appelle M 0 , d'altitude z c , la position 
initiale écartée (te a , et W fl d'altitude z h la position de Mà la 
verticale cte A On abandonne JW en M c sans vitesse initiale. 
Calculer la vitesse || au passage de Men M v (& s 

est un repère galiléen lié à la terre.) 

HYPOTHÈSES: 

■ la masse du fil est négligeable. 

■ le fil est inextensible et parfaitement flexible*, 

■ la masse Me st ponctuelle, la résistance de l'air est négligée. 

SOLUTION : 

Isoler te système (S) constitué par la masse ponctuelle (M) : 
1 Recenser les actions mécaniques s'exerçant sur (M) 

■ Une force conservative découlant de l'énergie potentiel¬ 
le de pesanteur : le poids P de M. 

m Une force non conservative développant un travail nul. 
tension T^du fil est constamment perpendiculaire au dépla¬ 
cement d /, {dirigée selon la droite AM. ÂM L d / ). 
(Résistance de l’air négligée.) 

2 e Calculer l’énergie mécanique à la position initiale 0 

L’énergie cinétique est : £> 0 = G car F( mm e )=G - 
L’énergie potentiel le est : E p q = m. g, z fl ; £ ffl0 - m . g. z 0 . 

3° Calculer l'énergie mécanique à la position verticale f 

h. -* 2 

L'énergie cinétique est : E in = i|V(An/«ÿ)l| ■ 

L'énergie potentielle est : f p1 = m . g . z v 

d'où: Em =1 m II W(/ifl,aji)|| +m.g.zi = Egt+Efl. 
2 

4° Écrire le principe de la conservation de l'énergie 
entre les 2 instants f 0 et ^ 

Q + m.0.7o=: i m||P(in/ail| 2 +m.fl.Zi 

il W(Mi/f«®)|| = 2,g.(zo-Zi) 

Dans le triangle AHM 0 , on peut écrire : cos a- 

AM C 

d'où : AH=/'. COS a 

et: z 0 -z 1 =(é , -/ , cosa=/(1-costt) 

La vitesse || W( w «ê)[| s'écrit: 

||^i/9U)!I - i2gf (1-cosa) 

“Voir chapitre 1. 


PENDULE SIMPLE 



BILAN DES FORCES : S = { M} 



MÉTHO DE DE RÉSOLUTION _ 

1 e isoler un système (S). 

T Faire le bilan des forces découlant de l'énergie potentielle 
agissant sur (S). 

3° Vérifier que les autres forces {forces aux liaisons, résistan¬ 
ce de l'air...) ne travaillent pas. 

4 r Calculer l'énergie mécanique à la position initiale O : 

£pO + ^*o a Pmo 

5° Calculer l'énergie mécanique à ia position 1 : 

Fpt + = Fuji 

6° Écrire le théorème de ta conservation de l'énergie entre 1 et 2 : 
P/nG = Pmi 

T Résoudre, calculer [‘inconnue. 
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64 Hydrostatique 


64 ■! Fluide incompressible 

Un fluide incompressible est un milieu matériel continu, 
déformable, sans forme propre, capable de s'écouter ou 
d'occuper ta forme du récipient qui fe confient et dont les 
variations de volume sous de fortes variations de pression, 
restent négligeables. 

On classe, dans cette catégorie, les liquides : eau, huile, etc. 


REMARQUES : 

■ La masse volumique d’un fluide incompressible reste constante. 

Masse volumique : p (kg/m 3 ) constante 



V : volume initial (m 3 ) ; A V- variation du volume (m 3 ). 
x e : coefficient de compressibilité (m 2 /N). 

A p : variation de pression (Pa). 


64*2 Pression statique 
en un point 

La pression pen un point se calcule par la relation : 


f répartie uniformément 

F répartie non uniformément 

/J* F/S 

p-i F/d S 


p : pression (Pa ou N/m 2 ). 

df : force élémentaire de F(N), normale à ta surface. 

dS : surface élémentaire de S (m 2 ). 

PflOPRrÉTÉ : 

La pression est identique dans toutes Ses directions autour du point. 


REMARQUE: 

Autres unités de pression : 

■ Le bar (bar): 

1 bar = 10 5 Pa = 0,1 M/mm 2 


COEFFICIENT DE COMPRESSIBIL ITÉ Xe 

DES LIQUIDES 


Eau 

Mercure 


s x ir 1G 

3,9 X HT 11 


EXEMPLE : 

Soit à déterminer la diminution de volume de 1 litre d’eau sous 
20 bars. 


Ona: p 

y _ 1 

û_É=-5x1G 10 x 20 x 10 6 =- 

V 1000 

Pour IM litre - 1000 cm 3 

Al/=-1 cm 3 

Dans la plupart des calculs, on néglige cette variation de volume et 

fort considère que l’eau est incompressible. 

fl en est de même pour les huiles et l’ensemble des liquides. 


MULTIPLICATEUR DE PRESSION (principe) 


Cylindre primaire 

0d = 30 



f 2 

i / 1 


v n 

_ J 


1— 1r - 


JS, 

J 

\ 



J 

i 



Cylindre secondaire 


Canalisation 


0D = 15O 




On exerce une force sur le piston du cylindre pri 
maire ; il en résulte une force F 2 sur le piston du 
secondaire. 


= Fi = 4,Fi 

Sl TT. Ch 2 


j~2 _ 4 « F 2 
s * n.ds 2 


PA = pe 


(§ 64.31) => F 2 = 



F, = 25 Fi 


■ Hauteur d’eau ou hauteur de mercure (m). Voir § 64.34. 
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64 «3 Équation fondamentale 
de l’hydrostatique 


64*31 Énoncé 

La différence de pression entre deux points d'un liqui¬ 
de en équilibre est égale au poids d’une colonne de ce 
liquide, de section unité, ayant pour hauteur la diffé¬ 
rence de profondeur séparant ces deux points. 



P a- pb ^p~g.(hjr- ftfi) 

A p as tàfl 


^,p e ,A/jenpasca!s(Pa). 
p : masse volumique du liquide {kg/m 3 }. 
g : accélération de la pesanteur (9,81 m/s 2 ). 
h A ,h B , Ah : différence de hauteur (m) 

REMARQUE: 

Si p E est une pression ambiante p mb et p A , une pression 
mesurée, on pose : 

■ p A = pression absolue en A 

■ àp-PA~Pmb=Pet \-pression effective. 


64m 32 Applications immédiates 

EXEMPLE t: 

On trouvera ci-contre le calcul des pressions statiques dans 
une canalisation. 

Généralement, dans les circuits hydrauliques des machines, les 

faibles variations de hauteur, engendrent des varia¬ 
tions de pressions souvent négligeables. 

EXEMPLE Z: 

La surface libre d’un liquide au repos est toujours plane et hori¬ 
zontale. 

La pression est constante dans tout plan horizontal situé à l’inté¬ 
rieur du liquide (surface isobare). 

(Appliquer l’équation fondamentale entre deux points de la sur¬ 
face horizontale.) 

EXEMPLE 3 : 

La surface de séparation de deux liquides non miscibles au 
repos est plane et horizontale. 

(Les masses volumiques p différentes imposent &h=0 entre 
deux points de la surlace de séparation.) 


DISTRIBUTION D'EAU 



avec 


A p- p— Pamb = p. g. 
p (eau) = 1 kg/ dm' 1 - 10kg/m 3 
g .= 9,81 m/s 2 


D’où: 

PA- pamb = 10 3 X 9,81 > (25 -1 ) = 2,35 X 10 5 Pa = 2,35 bar 
pB~ pamb — 10 3 X 9.81 X(25-4} = 2,06 x10 5 Pa = 2,06 bar 
Pc- Pamb = 10 3 X 9,81 x (25-7) = 1,77 x 10 5 Pa = 1,77 bar 
REMARQUE: 

Entrer et Az = 3 m 

et pA -p e = 10 3 x 9,81 x(3) = 2,94 x 10 5 Pa = 0,29 bar 
{négligeable} 
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64» 33 Vases communicants 

On utilise fe principe des vases communicants pour repérer, 
grâce à un tube transparent relié à une cuve, la hauteur de liqui¬ 
de contenu dans cette cuve. En eftet. dans un même tiquide, les 
surfaces soumises à la même pression, sont dans le même plan 
horizontal (§64.32). 


64» 34 Évaluation d’une pression 
en hauteur de liquide 

■ Considérons un réservoir fermé contenant un liquide. Celui - 
ci est soumis sur sa surface libre à une pression ambiante p mt . 
Relions ce réservoir à un tube dont l’autre extrémité est à l’air 
libre. 

La hauteur de liquide au dessus de ta surface libre, dans le tube, 
permet d’évaluer fa pression qui règne dans te volume libre du 
réservoir. 

P anib ~ P atm “ P * Q ■ tl 

On pose : 

p mb-pm-Pe ' pression effective 

EXEMPLE: 

La cuve confient du vin {densité 0.99) et on relève 0,6 m. 

P art — pain = Pe = P*P«P 

avec p = 990 fcg/m 3 
g =9,81 m/s 2 
h =0,60 m 

Soit, une pression effective : 

p e =5 830Pa soit 0,058bar 

■ Retournons un tube plein de liquide sur sa bêche. Le liquide 
descend dans le tube en créant un vide absolu et se stabilise à la 
hauteur h. Entre A et 6, on peut écrire : 


VASES COMMUNICANTS 

Évent 



pe-0 = p.p./?=*/? = 


P B Palm 


p.Q P * Q 



RÉSULTATS: 


Pression 

atmosphérique 

normale 


Hauteur 

d'eau 

(p =10 a kg/m î ) 


Hauteur 

de mercure 

(p =l3,6xlo 3 kg/m 3 ) 


Hauteur 

d'alcool 

(p =0,8x10 3 k(j/m 3 ) 

Pstm=1,fl13x10 5 Pa 


h = 10,33 m 


h = 76 cm 


h * 12,9 m 
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64 «4 Théorème de Pascal 

Dans un fluide incompressible au repos, toute variation dépréssion 
en un point A engendre la même variation de pression en tous points 
B du fluide. 

APPLICATION : 

Soit le système constitué par le mate cylindre et les cylindres de 
îretn d’un véhicule automobile. Des canalisations les reliait et un 
réservoir assure un remplissage exempt de poches d'air. 

■ Le principe Mastervac permet d’obtenir un freinage assisté : un 
effort modéré sur la pédale de frein se traduit par un effort plus 
important sur le piston du maître cylindre. 


■ Le maître cylindre tandem permet de séparer le système de frei¬ 
nage en deux circuits indépendants (obligatoire en France depuis 
juillet 1976). En cas d’incident sur l’un des circuits, l’autre reste actif. 

■ L’application d’un effort supplémentaire AFsur la pédale de frein 
engendre une augmentation Ap f de la pression aux sorties/l, et A 2 . 

■ Il en résulte des variations de pression &p B zm points 6,, B ? , 
fi-, et fi 4 proches des cylindres de freins * 



1 - Mastervac (assistance) 

2 - Maître cylindre tandem 

3 - Réservoir 

5 -Flexible 

6 - Etrier de frein à disque (avant) 

8 - Canalisation rigide 

9 - Correcteur d’assiette 

10 -Câble de frein à main 

11 - Cylindre de frein à tambour 

‘Voir calcul §54.2. ~~ Reproduction autorisée : dessin BENDÎX 


Effort sur la pédale 

Variation de pression 


A/^en/1, et 
- - y 


Variation de pression 


Apgen B], B 2 , % B 4 

Principe de Pascal 

t 

A Pa A p s 

Cylindre de frein arrière: 


Efforts de serrage 

F 2 = &Pb-$2 


Cylindre de frein avant : 




CIRCUIT DE FREINAGE D’UNE AUTOMOBILE 


LEGENDE 


PRINCIPE DE PASCAL 
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64 «5 Théorème d’Archimède théorème carchimède 

Tout corps plongé dans un liquide reçoit de ce liquide une poussée 
hydrostatique de bas si haut, égaie au poids du volume de liquide 
déplacé. 

Cette poussée ne dépend donc pas de la nature de (S) 


Il h\\ = P-S-V 


P : masse volumique du liquide (kg/m 3 ), 
g : accélération de îa pesanteur (m/s 3 ). 

V : volume du liquide déplacé (m 3 ). 

APPLICATIÜN : 

Soit on corps (S,) de poids P c flottent sur un liquide (L), 

!l reçoit de ce liquide, des forces f ,. Ces mêmes forces /, 
agissent sur la forme (S r ) de liquide qui occuperait la pfaœ de 
(S) en son absence. 

ÉQUILIBRE DE (S'}: 

Cette portion de liquide est soumise à : 

—+ 

o 


son poids 


(fî = centre de gravité de (S’ )). 


■ l’action du reste du liquide : forces T, perpendiculaires aux 
surfaces. Étant en équilibre « sous deux forces », la forme (S'} 
reçoit donc du reste du liquide, une action mécanique égale et 
opposée à son poids. 

64» 51 Densimètre (ou aréomètre) 


Densité » 


Masse du co rps de dens ité mccnnue_ 

Masse du même volume d’eau pure à 4' 


REMARQUE : 

La masse volumique de l'eau pure à 4 °C valant 
Peau “ 1 kg/dm 3 , on peut aussi noter : 


Densité = 


Masse volumique du corps (kg/m 3 ) 
1 kp/m 3 


La densité es! un nombre sans dimension ; elle s'exprime donc 
sans unité. 

HEMARQUE : 

La mesure de ta densité d'un liquide peut s'effectuer à l'aide d'un 
densimètre {ou aréomètre). Cet instrument est un flotteur lesté 
dont la tige graduée s’enfonce plus ou moins sefon la densité du 
liquide dans lequel il est plongé. 




Poids du volume 
de liquide déplacé 


Poussée 

hydrostatique 


Poids 
du corps 

\m 


Poussée 

hydrostatique 

II6HI 


Poids du volume 
du liquide déplacé 

Ifiel 


DENSIMÈTRE OU ARÉOMÈTRE 
Échelle graduée 


Gœna ille de plomb 

(lest) 



liquide 
de densité 
inférieure à 
celle de Teau 


Liquide 
de densité 
supérieure à 
celle de l T eau 
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64» 52 Flotteur de mécanisme 


ANALYSE: 

Pour la chasse d'eau considérée, le système de fermeture cl'arri 
vée d’eau au réservoir est réalisé pour l'essentiel d'un ftoteur 2 
en pofystyrène expansé, vissé sur un tube de liaison 3 en PVC. 
Ce tube coulisse, grâce à un jeu radial conséquent (3 mm), 
le long du corps 1 en entraînant te fevier 4 de fermeture de 
l'orifice de mise à ta pression atmosphérique. 

En réglant ta position du flotteur 2, sur îe tube 3, on agit sur la 
hauteur d’eau maximale dans te réservoir. 


APPLICATION : 

■ Données et hypothèses : 

Le tube 3 peut être modélisé par un cylindre : 

0d= 30 mm; 0/7=50 mm; H= 200 mm. 

Le flotteur 2 correspond à un cylindre : 

0 ff -50 mm ; 0 D'~ 70 mm ; H'= 50 mm. 

L’ensemble a une masse de 120 grammes. 

En vissant le flotteur de façon à ce que sa face supérieure 
affleure celte du cylindre 3. on constate que l’eau dans le réser¬ 
voir s'arrête à mi-hauteur de ce polystyrène lorsque cesse te 
remplissage. 

Calculer l’action du flotteur sur l'axe du levier 4. 


■ Solution: 

Il suit d'appliquer le théorème d'Archimède lorsque cesse le 
remplissage. 

Volume d’eau déplacé : 

^(ü 2 -d 2 ). (H-fi) + J(£r 2 -d’ 2 ). fi 

En remplaçant par les valeurs respectives, on trouve : 

V= 2,67 x 10 5 mm 3 soit V» 0,267 dm 3 

Le poids du volume d’eau déplacé est donc : 
p = M. g = p. V. g avec p - 1 kg/dm 3 et g - 9,81 m/s 2 . 

D'où l’effort exercé sur le levier 4 : 

F=P-P £ = 2,62-1,2 soit F» 1,4 N. 



FLOTTEUR DE MÉCANISME DE CHASSE D'EAU 
SANITAIRE 

Pamb : voir nota précédent (résuHante nulle) 

„ , Réservoir 

Obturateur 4 


Corps 1 


Flotteur 2 



P E : poids de l'ensemble flotteur {P E -m .g) 
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65 Cinématique 

des fluides incompressibles 


65 ■ 1 Description d’un écoulement 

En injectant dans le fluide des produits colorés de densités voisines, 
on peut visualiser les mouvements des particules élémentaires. 

■ Trajectoire: 

Courbe décrite par une particule au cours du temps. Le vecteur- 
vitesse est langent à cette trajectoire. 

■ Ligne de courant : 

Courbe tangente aux vecteurs-vitesses des particules de fluide. Elle 
donne une image des directions des vecteurs-vitesses à un instant 
donné. 

■ Écoulement permanent : 

Les particules situées sur une trajectoire particulière, continuent de 
décrire cette trajectoire au cours du temps. Elles passent toutes à la 
même vitesse en un point particulier. Les trajectoires se confondent 
alors avec les lignes de courant. 

■ Écoulement perturbé : 

Les particules changent de trajectoire au cours du temps. La vitesse 
de passage en un point varie. Les trajectoires se distinguer ! alors des 
lignes de courant. 

■ Écoulement laminaire : 

Les particules suivent des trajectoires sensiblement parallèles aux 
parois de la canalisation. Le nombre de Reynolds (§ 65.3) permet de 
mettre cet écoulement en évidence. 


■ Écoulement turbulent : 

Les particules suivent des trajectoires erratiques par rapport aux 
parois : on dit qu’il existe des turbulences. Le nombre de Reynolds 
(§ 65.3} ie met en évidence. 

■ Écoulement intermittent : 

Il cesse et reprend de temps â autre. 

■ Écoulement fluide : 

Le frottement est négligeable entre : 

- les particules, 

-particules et parois. 

Dans une section droite de la canalisation, toutes tes particules ont 
une même vitesse (ou célérité C en m/s). 

■ Écoulement visqueux : 

Le frottement ne peut être négligé entre : 

- les particules, 

- particules et parois, 

Dans une section droite de fa canalisation, la vitesse des particules 
n'esî plus uniforme. 
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65 ml Viscosité 

65 ■ 21 Viscosité dynamique fx 

L'expérience de Couette permet de la déterminer : 

■ Entre deux cylindres coaxiaux de rayons voisins, on piace un 
fluide et l'on entraîne fe cylindre extérieur en rotation. 

■ On mesure un couple sur le cylindre intérieur qui se trouve, 
par conséquent, soumis au frottement du fluide. 

■ Comme eest faible devant r, on peut schématiser l'expérience 
par deux plans (Ci) et (C‘ 2 ) de surface S^2irr.h, distants 
de e, avec (Cj) se déplaçant à C = eu. r (m/s). 

■ Sur {C 2 ) apparaît donc une force Fparallèie à ce plan, due 
aux frottements dans ie fluide. 


■ Tant que w reste inférieur à une valeur critique, on reiève 
alors une relation entre F et les divers paramètres ; 



F : force tangentielle (N), 
ju. : viscosité dynamique (Pa. s). 

S : surface mouillée (m 3 ). 

C : célérité ou vitesse relative (m/s). 
e : distance entre les surfaces (m). 

Cet effet, du à la viscosité, est mis à profit dans les coupleurs et 
convertisseurs de couples. 


65m 22 Viscosité cinématique v 

Elle se déduit de fa viscosité dynamique et de la masse volu¬ 
mique du fluide par la relation ; 

i* 

v- — 

_ _ P __ 

v : viscosité cinématique (m 2 /s). 
fi : viscosité dynamique (Pa. s). 
p : masse volumique du fluide (kg/m 3 ). 


EXPÉRIENCE HE COUETTE 




Fluide _ 

entraîné 
par les pales 
motrices 


Arbre 


moteur 


Fluide entraînant 

les pales réceptrices 


Arbre 

récepteur 


Produit (masse volumique) à 20 X sous 1 bar 

(fa.s) 

v (m 2 /s) 

Eau (1 kg/dm 3 ) 

10' 3 

1 Û" 6 

Huile de graissage (0,9 kg/dm 3 } de viscosité moyenne 

0,27 à 0,35 

1,1 x 1Û' 3 à3,9 x 10 4 

Huile de graissage (0,9 kg/dm 3 ) de viscosité fluide 

0,085 

9,5 X 10’ 5 
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65 «3 Nombre de Reynolds & 

Ce nombre,sans dimension, permet de prévoir le type d’écoulement 
dans une conduite. 


a = c. i 

V 


$ : nombre de Reynolds (sans dimension). 

Ç : célérité (vitesse) du fluide dans la conduite (m/s). 
d : diamètre de la conduite (m). 
v : viscosité cinématique lluide (m 2 /s). 

ffi.< 2300 : écoulement laminaire 
ffi > 3 000 : écoulement turbulent 
tit € (2300,3000) : on ne peut rien dire 


65-4 Débits 

■ Débil volume <?,(m 3 /s)- 

Volume de liquide qui traverse une section en une seconde. 

__ Or ■ S ■ C ___ 

q„ : débit volume (m 3 /s). 

S : section de passage (m 2 ). 

C : célérité (vitesse) de passage du îluide (m/s). 

■ Débit masse (kg/s). 

Masse de fluide traversant une section en une seconde. 


Qm ■ P • ffn 

q m : débit masse (kg/s), 
p : masse volumique du fluide (kg/m 3 ), 
q v : débit volume du fluide (rn 3 /s). 


65-5 Équation de continuité 

Lors d’un écoulement continu, le débit est identique en toutes sec¬ 
tions droites de la conduite. 

q, = St . C t ■ S z . C t 

q y : débit volume (m 3 /s). 

: section de passage dans la section 1 (m 2 ). 

S 2 : section de passage dans la section 2 (m 2 ). 

Ci : vitesse (célérité) de passage dans la section 1 (m/s). 

Ç 2 ' vitesse (célérité) de passage dans la section 2 (m/s). 


EXEMPLE 1 

De l'huile ayant pour viscosité cinématique v=4 x 10" 4 m 2 /s 
circule dans une canalisation de 0 d = 20 mm. 

Calculer !e débit vdume maximal de cette huile pour que 
l'écoulement reste laminaire. 


0d = 2Omm 




J 

Huile 

(v= 4 x 10' 4 m 2 /s) 

* 


Pour que l'écoulement reste laminaire, il faut que : 

91= C.^ « 2 300 
v 


soit : 


C ^ 2 300 - avec 
d 


v = 4 x 10 4 m 2 /s 
d = 2 x 10“ 2 m 


donc : C « 46 m/s 

On en déduit le débit maximal : 

q„= S xC= S X<2 x 10 ^fx 46 = 1,445 x10^m 3 /s 
4 


q „ = 14,45//s = 867//min 


EXEMPLE 2 

Un fluide circule dans une canalisation de diamètre d à la 
vitesse C = 10 m/s. 

Cette canalisation se réduit localement à d' = 0,5 d. 
Exprime- la vitesse C’ dans le rétrécissement en fonction de 
C, d et d’. 

0 d = 2d* 

j L 


U 



donc : 


S.C=S*.C , 'C=d 2 .C=d' a .C 
C=C(J)'=CX2 2 


REM ARDUE : C' = 40 m/s 

La vitesse augmente lorsque la section diminue. __—-- 
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66 Dynamique 
des fluides 
incompressibles 

66» 1 Théorème d’Euler ou 
des quantités de mouvement 

Ce théorème établit une relation entre les éléments cinérnaliques 
d’un fluide et tes efforts qui lut sont appliqués. 

La somme vectorielle des forces appliquées à un tronçon de 
fluide en écoulement permanent est égale au produit du débit 
massique par ta différence vectorielle des vitesses du fluide en 
aval el en amont de ce trongon. 

X fë*t = - CÎf 

* 

1 Fext : somme vectorielle des forces extérieures appliquées 
à un tronçon de fluide isolé (N). 
q m : débit massique du fluide (kg/s). 

C 2 - vitesse vectorielle du fluide à l'aval {m/s}. 

C] : vitesse vectorielle du fluide à l’amont {m/s). 


THÉORÈME OVULER 



En projections, on obtient : 
surx :x = q m [Ç z . cosa-C,) 
sur y : y = q m . C 2 . sin « 

R { x, y) : résultante de ta plaque déflectrice sur te fluide 


REMARQUE: 

Les particules de fluide (assimilables à de petites sphères 
indépendantes, en mouvement) sont extrêmement mobiles : un 
effort très petit suffit à les déplacer. Par conséquent, tant que 
le fluide n’est pas emprisonné dans une canalisation par 
exemple, il règne au sein du fluide une pression égale à la 
pression ambiante extérieure à l’écoulement. Les efforts dus à 
cette pression ambiante s'annulent mutuellement. 

exemple {je! d'eau sur une plaque} : 

■ En appliquant fe théorème d'Euler au volume de fluide situé 
entre la sortie de la buse et la plaque : 

m En projection sur l'axe {O, y), on obtient. 

F.y = Fy= -q m .C 1 .cos«= -p.q v .C^. cos a. 
Comme C 1 = q v /s: Fy= {- p.qf .cos a)/s. 

L’action mutuelle de l’eau sur la plaque s'en déduit : 

Fy= (+ p. g* .cas a)l$. 

■ Pour ia position d’équilibre de la plaque, la somme des 
moments par rapport à (0. z ) est nulle : 

F'y. hlm a = Mg. <f/2 .sir a. 

• D'où: sin a = (p.q$.h)l{S.Mg.€!2) 
on trouve : a = 4,87°. 


JET D'EAU SUR UNE PLAQUE ARTICULÉE 



Plaque 

Eau 

V 

II 

TS 

p = I0 3 kg/m 3 

/-0,6 m 

<? v =2x10 "*m 3 /s 

Masse M= 1 kg 

h = 0,5 m 

Pivot parfait en 0 

0 d = 10 


(Voiufi* fl éau isolé de poids négligeable ) 
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66« 2 Équation de Bernoulli 

Considérons une machine (pompe ou turbine) qui échange de 
l’énergie avec un fluide. D'une façon généraie, on peut dire que 
cette énergie se conserve même si elle se transforme : 


AM/|.2 = Af p f A F* + Afp + A J,„ 2 


Énergie 

Variation 

Variation 

Variation 

Energie 

échangée 

d'énergie 

d'énergie 

d'énergie 

inutilisable 

entre fluide 

potentielle 

cinétique 

potentielle 

pertes de 

et machine 

de pression 


d'altitude 

charge 


a Convention désigné 

A Wj_ 2 > 0 : Le fluide reçoit de l’énergie de la machine ; il s'agit 
donc d'une pompe. 

A 2 < 0 : Le fluide fournit de l’énergie à la machine ; if s’agit 
alors d’une turbine. 


ÉQUATION DE BERNOULLI 



W V2 (J/kg) 


1 kg de 
S, fri*) 

Pt (Pa) 


l|C?ll en m/s 


m - 1kg de fluide 


B A Ep = p?. S?. A ft—pi . Si. A /i 
(Variation des travaux des forces p 2 S 2 et p : S 1 de pression.) 
Mais S 2 . A/?=St. A/i (équation de continuité) 

-A.v= 1 (volume massique pour 1 kg) 
P 

Donc A Ep=ELJ ïI pour 1 kg de fluide. 

P 


A Ek= 1 m. C 2 2 - ^ m. Ci 2 - ° 2 j Cj -pour 1 kg ; 


b A E' p =m.g.Z 2 - m. g.z^ g{zi -zi)pour1 kg; 


b A J V2 dépend des conditions de l'écoulement (§ 67). 

En définitive, l’équation de Bernoulli s'écrit : 

2 2 

A IVvï = — + ——— ■ + flfft- Zi) + A Jl-Î 

P_2 

A k!/i.?et A J\-2 en J/kg, 
p 2 et pi ertPa, p en kg/m 3 , 

Ci et Ci en m/s, 

Zïetzienm, 

genre/s 2 . 

REMARQUE: 

Écoulement dans une conduite (sans machine) : A W w = 0 


P?~Pt + 


2 


+ p(z? -Zj) + A Jt- 2 — 0 


AUTRES FORMES DE L’ÉQUATION 


■ En termes de pression : 

il suffit de multiplier chaque terme par la masse volumique p du 


fluide : 



t t_i_ t A 


Pa ^ m 2 _ kg _ N pg 

_m 3 ’s 2 m.s 2 m ? — J- 


j kg^ = _N_ kg m_ N 

kg'm 3 m 2 m 3 *s 2 " m 2 


(voir aussi § 72.7) 

m En hauteur de liquide transporté : 

il suffit de diviser chaque terme par l’accélération § de la pesanteur : 



t t i_ 


JL.mi.sUm rn_i.£=m m 

m 2 kg m s 2 m 


_J_ s 2 = N .m s-^kg.m m_ s 2 
kg ’ m kg ' m s 2 ’ kg ’ m 


P 


(lu) l Z 
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66 u3 Applications 


CALCUL D'UNE POMPE 


66m 31 Calcul d’une pompe 

Une pompe, située 2 m au-dessus d'un bassin d'alimentation, doit 
élever de l'eau dans un château d’eau dont le niveau est à 40 m. 
Elle doit débiter 30 C/s grâce à des canalisations de 0 d =100 mm. 
On estime tes pertes de charge â 0,1 m par urètre de dénivelée. 

Calculer : 

1° La vitesse du fluide dans la canalisation. 

2° La puissance minimale de la pompe. 

3° Les pressions à l’entrée et à la sortie de la pompe 
jPani ^ ■ 

HYPOTHÈSE: 

Les niveaux du bassin d'alimentation et du château d’eau restent 
constants. 


SOLUTION : 


I e Vitesse du fluide dans le circuit 

q v - S.C {§65.5} => C=-y 

g r =30C/s = 30 xlO~ 3 m 3 /s j 
s = irx50 2 x 10 6 m 2 j 

REMARQUE: 


Ç = 3,82 m/s 


£it = - 3 ' 82 X 1° - = 3,82 X 10 5 (§ 66.3). 

10" 6 

L'écoulement est turbulent dans le conduit. 


2° Puissance de la pompe 

Appliquer l'équation de Bernoulli {§ 66.2) entre les points 0 et 3 : 
Woa = ~~ + \ WÎ ~ C 2 0 ) + g (z 3 - z 0 ) + 4s 

Pi ~ Pq ~ Pamb • 

Ç 3 = = 0 (fluide immobile hors du conduit) ; 

^03 = 0.1 x 40 Mm d'eau s’ajoutant à z 3 - z 0 . 

Il vient : % 3 = 9,81 x (40 f 4) = 432 J/kg. 

La puissance de ia pompe se calcule par : 

P ~ %3-Oni 
DÙ 

_ qm = /Mir _ 

P=432 x 30 = 1,295 x 1Ü 4 W = 12,95 kW. 



3° Pressions 

■ Pression à l’entrée de la pompe 

Entre les points 0 et 1, il n’y a pas d’échange de travail : 

0 = + ~ (C? - C J) + fl (z, - z 0 ) + . 

p 1 = valeur cherchée. 
p - 10 3 kg/m 3 (eau). 

Pq = p amb = 10 5 (pression ambiante). 

Ci =3,82 m/s. 

C 0 =0 dans le bassin d'alimentation 
-z 0 = 2m. 

J 0 .-j = 0,1 x 2 = 0,2 m d'eau. 

On obtient : p^ = 0,711 x 10 5 Pa = 0,7 bar. 

Une pression, plus faible â l'entrée de la pompe explique la montée 
de i'eau. 

■ Pression à la sortie de la pompe 

Entre les points 2 et 3, if n'y a pas d’échange de travail : 

0 = — ~ l - + -^{C 3 - cl) +■ r?(z 3 — z 2 ) + Jj-3 ■ 

p 3 = 1Q 5 Pa dans le château d'eau. 

C 3 = 0 sur la surface libre. 

C 2 = 3,82 m/s. 

z 3 -z 2 = 38m et J 2 . 3 = 3,8m. 

On obtient : p z = 5,03 x 10 6 Pa = 50,3 bar. 
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66» 32 Calcul d’une turbine 

Or; veut prédéterminer une installation hydraulique de 1 GW située 
entre deux plans d’eau. Les attitudes diffèrent de 420 m. On peut esti¬ 
mer que les pertes de charge correspondent à 1/7 de l’énergie dis¬ 
ponible. Les trois canalisations auront un diamètre d= 3 m. 

I e Calculer l'énergie disponible sur l'installation de turbinage. 

2 e Pour un écoulement laminaire, combien faudrait-il prévoir de 
conduites en parallèle ? 

3° En limitant à trois conduites et en considérant que les pertes de 
charge se produisent essentiellement avant les turbines, calculer la 
pression à l'entrée des turbines. 

SOLUTION: 

1 n Énergie disponible 

Appliquons te théorème de Bernoulli entre les points 1 et 4 : 

tV m = P -— P - + 1 (Ct ~C, 2 )+<?&-zi) 

P 2 

=ff(z 4 -z 1 )carp 4 =/ 7 1 etC 4 =Cj =0 

APPLICATION NUMÉRIQUE : 

g= 9,81 m/s 2 ;/<-z,=-420: W 14 = ~4120J/kg 

(négatif car le fluide cède du travail - § 66 . 2 ). 

Les pertes de charge s’élèvent donc à : 

,/=4120/7=589 J/kg 

L'installation dispose d’une énergie utile ; 
tV t _ 4u =4 1 20 - 589 = 3 531 J/kg 

2° Nombre de conduites pour un écoulement laminaire 

IJ faut que 9t < 2300 (§65.3) 

et C=?2=>.‘*.=-4-.— 

v $ n ' v d 

On ccnnait la puissance de l’installation ; 

P = ffnii. Qm => Qm - ~7rJ ~— 

rvi-4u 

AvecP=1Û 0 W et tV,. 4lJ = 3531 J/kg: 

Qn = 2,83x10 15 kg/s 

L'ensemble des n conduites doit avoir un débit volume : 

q‘ v = n.q v = 283m 3 /s 
Un écoulement laminaire nécessite : 

_^4_.^_JL<2 300=>r7>—- 

rr*v n,(] n.v .dx2 300 


CALCUL D'UNE TURBINE 



3 e Pression à l'entrée des turbines 

Avec trois conduites, l’écoulement sera turbulent. 

Vitesse de l’eau dans une conduite : 

q v =$.C=>C ^Qv/S (§65.5) 

,, =283/3= Wrtl 
S =kX 1,5 2 =7m 2 I 

Appliquer le théorème de Bernoulli entre les points 1 et 3 (pas 
d'échange) : 

0 = ^ 2^1 + i 
P 2 

p 1 = 1,013 x10 5 Pa g =9,81 m/s 2 

C 3 = 13,35 m/s z 3 -z 2 = - 420 m 

C } =0 J y3 =589 J/kg 

D’où : p 3 = 3,54 x 10 6 Pa = 35,4 bar 
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67 Pertes de charges 


PERTES DECHARGES RÉGUUÈRES 


Elles résultent d'une transformation (J'une partie de l’énergie en 
chaleur, non récupérahie 

On distingue les pertes de charges régulières et singulières. 

67 ■ 1 Pertes de charges 
régulières 

Elles se produisent le long des conduits rectilignes par frottement du 
fluide sur des parois plus ou moins fugueuses. 

Elles varient selon le type d'écoulement. 

67» 2 Pertes de charges 
singulières 

Elles se situent dans certaines sections présentant des variations 
brutales dans la conduite du fluide. 


A J = 

2 d 


0d{ m) 
t t // i a / />/ 


^ _ kM _^ 


écoulement 

laminaire 

ÉttHftojnanl 
turbulent 
fil «1D S {§ 65.1) 



A= 1 

a 


(100«) 025 

Courut >1D 5 . il existe des abaques. 
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68 Transfert 
de chaleur 

68 ■! Principe de l’équilibre 
thermique 

À l'équitibre, deux corps en contact thermique (qui ont donc 
tontes possibilités d’échanger de la chaleur), atteignent une 
même température. 

L'énergie existant sous forme de chaleur, s’exprime en joules (J). 
Unités anciennes : la calorie (1 cal = 4,18 J), 

la frigorie (1 frigorie = — 1 cal), 
la thermie (1 thermie - 4180 kJJ, 

Ce principe est mis en pratique avec tes thermomètres. 

68 ml Échelles de températures 

68.21 Échelles thermométriques 
Elles permettent de comparer des températures sans toutefois 
pouvoir les mesurer : grandeurs repérables Elles établissent 
une correspondance entre un phénomène physique mesurable 
x qui évolue avec la température B selon une loi de la forme 
x = a& + b . x s'appelle alors grandeur thermoméirique : 

■ Volume apparent d’une certaine masse de liquide dans un 
tube de verre (alcool, mercure...), 

■ Pression d'une masse gazeuse évoluant dans un volume 
constant. 

On calcule les constantes a et ben choisissant deux tempéra¬ 
tures conventionnelles ; 


Pression 

atmosphérique 

normale 

Échelles de températures o 

Celsius ou 
Cenlrsémale 

Bémmm 

falirenhfiil 

Glace fondante 

o c c 

0 C R 

32 °F 

Vapeur d'eau 
bouillante 

100 c c 

80 °R 

212 °F 


68.22 Échelle thermodynamique* 

■ Elle permet de comparer et mesurer des températures. 

■ Elle définit une température absolue J"proportionnelle 
à la pression, à volume constant, d'un gaz parfait. 

■ Elle se déduit de l’échelle Celsius par la relation : 

T^B+273 

Degré kelvin (K) *_ Degré Celsius (°C) 


GRANDE' ‘RS REPÉRABLES 
GRANDEURS MESURABLES 


Paul Claude Jacques 



U taille des personnages dont on ne voit pas les pieds est une 
grandeur repérable à partir du sommet de ta balustrade. 

Cette référence est arbitraire au même titre que le 0 C C des 
températures. 

Or peut comparer : 

Paul est plus grand que Claude, etc. 

Oit ne peut calculer : 

0,80 = 2 x 0,40 => Paul deux fois plus grand que Jacques est faux 1 

À partir du sol, référence commune aux trois personnages (comme 
te O K où tous les gaz ont une énergie nulle), la taille devient une 
grandeur mesurable. On peut comparer et mesurer : 

1 8 

Paul est -7 fois plus grand que Claude... 

1,6 


DEVINETTE 

Quel est le double de la température 20 “C 7 


■Q n £L£ ouop}sa 3 0 028 pa|qriopaj 
'VI98S ~ >1 £68 x 2 
M£62-ÛoOZ «a 
s3n[osqEsajniejadiU9i sap ms anb S|no[EO ssp janjoags trtsd au uo 

: NOliniOS 


*0u absolue. 
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68*3 Capacité thermique 
massique *C 

La capacité thermique massique est la quantité de chaleur nécessaire 
peur élever de 1 °C (ou 1 K}, la température de 1 kg d'un corps, sans 
modification de sa nature. 

Par exemple, chauffer du métal ou de i'eau mais ne pas faire fondre 
de la glace. 

A 0= m.C.AO 

A Q : quantité de chaleur échangée (J ). 
m : masse du corps (kg). 

C : capacité thermique massique (.1/ kg. K). 

A 0 : variation de température (°C ou K). 

REMARQUES : 

■ C dépend de la température ; toutefois, on peut utiliser des 
valeurs moyennes (voir tableau). 

■ Pour un gaz, on distingue : 

C p = capacité thermique massique à pression constante, 

C v = capacité thermique massique à volume constant. 

(Pour 1 kg ou 1 kmole - 1000 molécules de gaz.) 

68»4 Capacité thermique 
massique de fusion Cf 

La capacité thermique massique de fusion est la quantité de chaleur 
nécessaire pour faire passer 1 kg d’un corps donné de l’état solide à 
l’état liquide. 

■ Cette transformation es! isotherme (à température constante). 

■ Les corps augmentent de voiume en fondant exceptée la glace, 
fa fonte, l'argent et le bismuth. 

68 b 5 Capacité thermique 
massique de vaporisation C v 

la capacité thermique massique de vaporisation est la quantité 
de chaleur nécessaire pour taire passer 1 kg d’un corps, de l'état 
liquide à l'état gazeux (en vapeur saturante). 

b Cette transformation est isotherme (à température constante), 

■ Quelques corps passent directement de l’état solide à l’état 
gazeux (exemple : naphtaline) ; ils subissent alors une sublimation. 

* L'expression » chaleur massique », d'emploi courant, est déconseillée, 


APPLICATION: 

Un véhicule de masse m = 850 kg roule à 90 km/h. I! freine pendant 
25 s jusqu’à l'arrêt. 

En admettant que: 

■ 2/3 de ( énergie dissipée échauffe les freins tandis que le reste 
s’évacue par ventilation, 

■ les disques de freins peuvent être assimilés thermiquement dans 
leur ensemble à un bloc de 1,3 kg de fonte. 

Calculer réchauffement des freins. 

SOLUTION: 

Appliquer le théorème de l’énergie cinétique (chapitre 62} entre 
le début et la tir de freinage: 

i f,= i m .^ = ix 9 50K(^|i) 2 = 297ü. 

Énergie conservée par les freins : 

AO = 297xy M98kJ 

A 0= m.C.At? 

AO 

d'où: A0 = ^ 

m.C 

C ~ 530 J/(kg.K) (tableau). 

infl v m 3 

On trouve: Ae == 287 °C . 

1 ( 3 X 530 


CAPACITÉS THERMIQUES (valeurs moyennes) 

Corps 

C(J/kg.K) 

§68.3 

C,(J/kB) 

§68.4 

c„(J/kg) 

§68.5 

Acier 

470 

2x10^ 


Aluminium 

905 

3,8 x 10 5 


Cuivre 

394 

1,7 x 10 5 


Eau (glace) 

2 090 

3,3 x 10 s 


Eau (liquide) 

4180 


2,2 x 10 6 

Fonte 

530 

1,3 xîO 5 


Laiton 

385 

U xlO 5 


Zinc 

380 

1,2 xîO 5 























245 


68 «6 Transfert par conduction 

Les maïéfiaux ont la propriété de transmettre fa chaleur d'un 
point à un autre de leur matière. On définit un coefficient de 
conductivité thermique A par la relation : 

^ r: A.S. A ^ — 

Al e 

P : puissance échangée (W). 

A 0 : quantité de chaleur échangée Q (J). 

A / : durée de l'échange (s). 

A : coefficient de conductivité thermique (W.m -1 .K -1 } 

S surface d'échange (m 2 ) 

A0 : différence de température ( n C ou K), 
e : épaisseur de paroi {m}. 

■ Ce transfert s'effectue de la zone chaude vers la zone froide. 

■ L a puissance de transfert est directement proportionnelle à A. 
On peut ainsi distinguer les conducteurs thermiques et les iso¬ 
lants (voir tableau). 


68 ml Transfert par convection 

■ L'échauftement local d'un fluide modifie sa ruasse volumique 
à cet endroit. Cela engendre des courants de convection provo¬ 
quant un déplacement de la zone chaude, donc un transport de 
chaleur. 

■ On définit un coefficient de convection h c . 

AQ 

P =- = h £ .S.A0 

_ _ Al c _ _ 

h c s'exprime en W.m -2 . K’ 1 . 

■ La convection se produit aussi dans les solides. 


Épaisseur 

2 

12 

25 

Béton 

h c = 3,8 

h c = 3,4 

h e = 2,3 

Bois 

h c = 1,7 


Brique rouge 

h c = 2,9 

h c = 2 


Fenêtre simple vitrage (e = 4 mm) : h c - 5,8 


Fenêtre double vitrage (4-20-4) : h c =2,9 


Bons conducteurs 

thermiques 

A (W. m' 1 . K - *) 

Cuivre 

372 

Aluminium 

209 

Conducteurs thermiques 

Fonte 

Acier moulé 

moyens 

A(W.m- 1 .tt- 1 > 

48,8 

t 

46,5 

Mauvais conducteurs 

Caoutchouc 

Bois 

Liège 

thermiques (isolants) 

A (W.m -1 . K -1 ) 

0,25 

0,15 

0,04 


RADIATEUR EN FONTE 



Calcul de la puissance dissipable : 

P = 48.8 X 0,8 X 0,08 X 2 X 20 X - - 5 - 

2,5.1G~ 3 


= 2 500 kW . 


DOUBLES VITRAGES 

Un pavillon chauffé à 20 °C est formé de 120 m 2 de murs w béton 
ayant 25 cm d’épaisseur et de 25 m 2 de surface vitré;. 

En admettant que ('ensemble des perditions de chaleur s'effectue par 
ces surfaces, calculer l’économie réalisée en prévoyant des doubles 
vitrages, lorsqu'il fait 0 °C à l'extérieur. 

APPLICATION : 

Puissance perdue avec des fenêtres simples : 

P, = 2,3 x 120 x 20 + 5,8 x 25 x 20 - 8 420W. 

Puissance perdue avec des doubles vitrages : 

P 2 = 2,3 x 120 x 20 + 2,9 x 25 x 20 = 6 970W. 

Soit un gain de 20,8%. 
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68 ■ 8 Transfert par rayonnement 

Un cotps à ta température absolue 7j rayonne un courant de 
chaleur dans un milieu à la température absolue J 2 selon une 
loi de la ferme : 


AO 

'= AT "V*1 

(Tl) 

\ 100 i 

i*-i 

h \* 
l 100 / J 



P : puissance rayonnée, en watt (W). 

AQ : Quantité de chaleur rayonnée, en joutes (J). 

A/ : durée de rayonnement en secondes (s). 

h f : constante de rayonnement de rémetteur {W.nr 2 . K -4 ). 

S t : surface d'émission, en mètre carré (m 2 ). 

T ! : température du corps émetteur (K). 

T 2 : température du récepteur (K). 

■ EXEMPLE : 

La porte vitrée d'un four de cuisinière a une surface de 20 dm 2 . 
Quelle puissance dissipe-t-elle dans une pièce à 20 X lors¬ 
qu'elle est portée à 180 °C? 


■ SOLUTION: 

îî suffit d'appliquer la relation précédente, soit : 
f’ = 5,2x(20x1ü' 2 )x 
= 361 W. 


7180 +273 \ 4 

( 20 + 273 \ 4 1 

i 100 J " 

l too )J 


69 Contraintes 
thermiques 

■ réchauffement d’un matériau provoque une vibration de ses 
atomes autour de leurs positions d'équilibre. Iî subit alors une 
dilatation thermique. 

■ Une pièce de longueur initiale, chauffée à Lê °C s'allonge 
linéairement selon la loi : 

t — 7^(1 + ATT) 


CONSTANTES DE RAYONNEMENT h r (W. m 2 .K 4 ) 

Aluminium poli 

0,4 

Aluminium mat 

0,3 

Bois 

5,1 

Cuivre 

0,23 

Eau 

3,7 

Glace 

3,5 

Verre 

5,2 


RAYONNEMENT D’UNE VITRE DE PORTE DE FOUR 


Milieu ambiant 
à 20 °C {initial} 


Vitre ch auffée 

à 180 °C 


Porte de four 


y4S 


COEFFICIENT DE DILATAT10N LINÉIQUE a ( (°C 1 K ‘) 

Acier 

12 x 10 -6 

Aluminium 

23,8 x 10 6 

Cuivre 

16,5x10-® 

Fonte 

10,5x10“® 

Invar (36% Ni; 64 %Fe) 

1,5 x 10“ 6 


POUTRE ENCASTRÉE CHAUFFÉE 

Acier E (acier) -2 x 10 5 MPa 


! 

« 


=1 


n V, 

f 0 = 100 mm 


À 20 r C, la poutre n'est soumise à aucune contrante 
Calculer la contrainte à 70 “C. 


/ : longueur à chaud (mm). 

6 0 : longueur initiale (mm)*. 

a f : coefficient de dilatation linéique (°C 1 ou K 7 

A 0 : élévation de température (°C ou K). 

Une température homogène n'entraîne pas de contraintes ther¬ 
miques contrairement à une température variable à l’intérieur 
de la pièce. 

Une poutre dont on gêne ta libre dilatation subit une contrainte. 


SOLUTION 



e 

-■—>■ 


o" — _ - E „ —- = E. « / * 0 

s 4 

tr= 2 X 1Q S X 12 X 10“ 6 


Ai? = t~ f D = f 0 ,a?. AD 
F doit raccourcir 
la poutre de Af : 


X 50 =120 MPa (N/mm 2 ) 


En toute rigueur, 4 est la longueur à 0 c C mais l'appmxrmatîon à une température différente est souvent acceptable. 
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70 Grandeurs et unités 


NFX 02-0016X02-213 


70 ml Principe de base 

Une grandeur qualifie qualitativement et quantitativement un phé¬ 
nomène ou un corps. 

Le symbole d'une grandeur doit être imprimé en caractère italique 
(penché), sans point final autre que celui de la ponctuation norma¬ 
le du texte où il s'insère. 

EXEMPLES: Cp.Éjt,... 

Les symboles des unités et des préfixes associés rte doivent pas être 
altérés : pas de majuscule à la place de minuscules, de lettre latine 
à la place de lettre grecque et réciproquement. 


Écrire par exempte 

Ne pas écrire 

*g 

kiieg ou kgr* eîfcr''" 

km 

Km m fciîirrdiï KM, etc. 

“Cou K 

°(petirura tempêrature)7^ôlc 


MULTIPLES ET SOUS-MULTIPLES 

Facteur 

Préfixe 

Symbole 

1Q1S 

exa 

£ 

10** 

pela 

P 

11JO 

léra 

T 

w 

giga 

G 

w 

méga 

M 

w 

hile 

k 

w 

fcecto 

h 

10 

déca 

da 

10-’ 

déci 

û 

10-î 

centi 

G 

10“3 

tnîlli 

m 

t<H 

micro 

P 

10-» 

nano 

n 

IB-lî 

picü 

P 

1(H* 

lemto 

t 

10-ïs 

alto 

a 


YQ a 7 UNITÉS, MULTIPLES ET SOUS-MULTIPLES USUELS 

Grandeurs et symboles 

Unités S.l. 

Multiples et 

sous-multiples 

Autres unités 

usuelles 

Observations 

Angle plan 

a. fi. % 6 ; <p, 
etc. 

rad (radian) 

mraf 1 

lirai! 

Irftour) 

idegré) 

'(minute) 

■'(seconde) 

1 tr = Z jrrad 

Me pas écrire %> 

Ne pas écrire nïmjrftn, ... 

Ne pas écrire sjm£ V,- v -- 

Longueur f ,L 

Largeur b 

Hauteur b 

Épaisseur û t ô 

Rayon r 

Diamètre ü 

Longueur curviligne 5 

m (mètre) 

km 

hm 

dam 

cm 

mm 

pim 

m 

in, ", (inch) 
ft, 1 ((ont} 

1 ii = 2,54 cm (unité anglo-saxonne) 

1 ft - 0,3040 m (unité anglo-saxonne) 

Ne pas écrire àék 

L’emploi de l’angstrom (A) demeure interdit 
(lAmiO 10 m) 

Superficie, aire A, (s) 

m 2 (mètre narré) 

km 2 

dm 2 

cm ^ 
mm* 

a(are) 

1 a = 10*m 2 

L’exposant concerne l’unité et son préfixe : 

1 km 2 a(l5 3 ) 2 m 2 =H) e tn 2 

Volume V 

m 3 (mètre cube) 

dm 3 

cm 3 

mm 3 

t, L(Rre) 

1 L=1dm 3 

1 ml s 1cm 3 

Temps f 

s(seconde) 

ms 

|iS 

ns 

d(i) (jniir) 
h (heure) 
min (minute) 
semaine, 
mois* a (année) 

1 d - 24îï = 86 4DÜ s 

1 h = m min « 3 600 s 

1 min = 60 s 

Ne pas écrire s&yrii “ 

Ne pas écrire mn t fîV. 

Vitesse angulaire io 

rad/s 

(radian par seconde) 



Four en mouvemenl eircuaîre : 

ti) = t \q>I df s ip (!) 
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Grandeurs et symboles 

Unités S. 1. 

Multiples et 
sous-multiples 

Autres unités 
usuelles 

Observations 

Fréquence fie rotation n 

S -4 

min -1 

lr/mïii 

1 tr/min=2 /rrad/min 


(seconde moins un) 


tr/s 

1 tr/$ = 2 ?r rad/s 

Vitesse ti'V'Wft 

m/s 


km/h 

Ne pas écrire kprti 


(mélre par seconde) 




Accélération angulaire a 

rad/s 2 



Pour un mouvement circulaire 

2 


(radian par seconde 



a- to e- V =0)1(1 )=«> l 1(t ) 


au carré) 



«M U, 3 

Accélération a 

m/s z 



L'accélération de ta pesanteur se note g 


(mètre par seconde 



sa valeur conventionnelle est 


au carré) 



9,806 65 m/s z 

Période T 

s(seconde) 

ms 


Les unités de temps sont applicables 



ps ns 



Fréquence f t v 

Hz 

GHz 


Le hertz est la fréquence d ur phénomène fie 


(hertz) 

MHz 


période t s r 1 Hz s 1 s’ 1 



khz 



Masse m 

kg 

S 

I (tonne) 

L'unité contenant le préfixe kilo, les multiples et 


(kilogramme) 

mg 


sous-multiples se tonnent à partir du gramme 



VU 



Masse linéique p, 

kg/in 

mg/m 

lex (tex) 

t tex a 10~ 6 kg/m 


(kilogramme 



(employé dans l'industrie textile) 


par mètre) 




Masse surfacique 

kg/m 3 

g/m 0 



Pa- tps) 

(kilogramme par 





mètre carré) 




Masse volumique p 

kg/ïïi 3 

g/cm 3 

tés 3 

1 t/m 3 » 10 3 kg/m 3 = 1 g/cm 3 


(kilogramme par 

kg/flm 3 

g/mf 

1 g/m<’=t hg/f'sl l/m 3 


mètre cube) 




Débit masse q m 

kg/s 



Utilisé en mécanique fies fluides et 


(kilogramme 



en thermodynamique 


par seconde) 




Débit volume q Y 

m 3 Æ 



Utilisé en mécanique des fluides et 


(mètre cube 



et en thermodynamique 


par seconde) 




Quantité de mouvement p 

kgm/s 



Utilisé en cinétique 


(kilogramme mètre 





par seconde) 




Moment cinétique 

kg.m 2 /s 



Utilisé en cinétique et en dynamique 

Moment fie quantité de mouvement £ 

(kilogramme mètre 





carré par seconde) 




Moment d'inertie /, J 

Kg.m* 



Ne pas confondre avec le moment quadratique 


(kilogramme 



de surface utilisé en résistance fies matériaux 


mètre carré) 




Force F, 

N (newton) 

MH 


Anciennement : 1 kgf = 10 N 

Poids G, [P. W\ 


kN 


Ne pas confondre ie newton-mèlre (N. m) 



daN 


avec te miilinewton (mN). 

Moment tPiint force Af, î 

N.m 

MHjn 


Les unités S.l. sont des scalaires ; elfes n'ont ; 


(newton-mètre) 

klim 


pas à mettre en évidence l'aspect vectoriel « 



GNUn 


autre, des grandeurs (ne pas écrire N Km) 
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Grandeurs et symboles 

Unités S.1. 

Multiples et 
sous multiples 

Autres Unités 
usuelles 

Observations 

Pression fi 

Pa (pascal) 

GPa 

bar (bar) 

Ibar * 10 5 Pa = 0,1 MPa 



MPa 

mbar 

(utilisé en mécanique des fluides) 



hPa 


1 mbar = 1 hPa 

Contrainte normale a 

Pa (pascal) 

GPa 


1 N/mm 2 = 1 MPa 

Contrainte langentielle 


MPa 


1 Pa = 1 N/m 2 

(ou de cission) r 


hPa 



Viscosité (dynamique) n , ju 

Pa. s 

mPa.s 


P (puise) : ancienne unité 


(pascal-seconde) 



1 cP = ImPa . s 

Viscosité cinématique v 

m z /s mètre carré 

mm z /s 


St (stokes) : ancienne unité 


pa r seconde 



1 est = 1 mm 2 /s 

Énergie f, (IV) 


TJ 

eV (é(edronvott) 

eV : utilisé en physique atomique 

Travail W, (4) 

J (Joule) 

GJ 


et nucléaire 

Énergie potentielle E p , V, 0 


MJ 

Wh (wattheiir®) 

Employé pour les comtmstibles gazeux 

Énergie einétüpe E k , K, ï 


y 

kWh 

et P énergie électrique 



mJ 



Puissance P 

W (watt) 

GW hW 


ch (cheval) : ancienne unité t ch « 736W 

Température absolue 

K(kelvin) 



Ne pas écrire 

ou thermodynamique T 





Température Celsius t, 8 

"C (degré celsius) 



f=r~Z73,15K, 1*C = 1K 

Coefficient de dilatation 





■ linéique a. 

K“1 




■ volumique a v 

(Kelvin puissance -1) 




Chaleur, quantité de chaleur Q 

J (joule) 

mj y 


1 J = 1 N. m ss 1 kg . m 2 . s“ 2 

Capacité thermique C 

4M. K) 



Souvent nommé improprement 

Capacité massique # 

(joule par 



«chaleur massique» 

■ à pression constante C p 

Kilogramme 




■ à volume constant C v 

et Kelvin) 





70«3 Écriture des nombres 

■ Four faciliter la lecture, on sépare les nombres par franches 
de trois chiffres de part et d'autre du signe décimal. Cette sépa¬ 
ration ne se matérialise que par un espace blanc. 

■ Il est conseillé d'utiliser les puissances de dix et tes préfixes 
même pour des unités non S.I. : 

£= 210 000 MPa =210GPa=0.210 ÏPa 

IMF = 1 000 000 F 
1 kF = 1 000 F. 























250 


70»4 Précisions des résultats 

■ La plupart des phénomènes physiques sont chiffrés avec 
une incertitude dépendant de leur origine {frottements, jeux..), 
des appareils de mesure, de l'observateur, etc. 

■ l'incertitude se note de la façon suivante : 

Valeur numérique (unité) ± incertitude (unité). 

■ Une valeur numérique seule sous-entend une incertitude 
égaie à une demie unité du dernier chiffre. 

70«5 Exemples d'écritures 
des symboles 


ÉCRITURE DES RÉSULTATS 

L - 52,31 mm ±0,05 mm 
L= {52,31 ±0,05} mm 
£=52,31 à 0,05 mm près 
£.=52,31 signifie :52,305<£< 52,315 
L = 52,0 signifie : 51,95 < L < 52,05 

ni- 31,2 kg ±250 g 
m=(31,2+0,25} kg 
m= 31,2 kg à 250 g près 


Écrire 

Ne pas écrire 

Écrire 

Ne pas écrire 

12,35 e {degré d'angle) 

17 degrés 11 minutes Z secondes 
17°1T2" 

10 heures 25 minutes 

1Dh25 min B s 

12-35 

17 degrés,TTmïnules^ secondes 
IJprtCr 

1«fl25 ou 10625’ 

10h25' & ” ' 

0,03 g 

9,81 fn/$2 

25,4 °C 

3J5 cm 

cinq (aJomètres, S kilomètres 

0,03 gr .... 

\..§m/s ? 81--'"' 
25 c 4>25> C 

3tjft75, ni 3 ^75 
/ " cinq km 

1 i 


70»6 Signes d’opérations 

a Le signe normal de la multiplication entre des nombres est 
x. Toutefois, on peut regrouper certains termes d’un produit : 
a=2,3.10 2 ;£?=2,3.10 2 x 1,5 -10 3 

a Le signe normal de la multiplication entre grandeurs est le 
point (éventuellement omis) : 

a. b= ab ; (4c+ d ). e= (4c + d)e 

70 a 7 Équations aux dimensions 

b Le système d'unité S. I. étant cohérent, on a souvent intérêt à 
vérifier l'homogénéité d'un résultat littéral à Laide d'une équation 
aux dimensions. 

b En mécanique, on utilise essentiellement trois grandeurs 
de base : longueur, masse et temps dont les dimensions sont 
respectivement indiquées par £, Met ï 

a Le calcul dimensionnel suit les règles de l'algèbre. 

tXEMPlE : 

Flèche d'une poutre f= (F f 3 ) / {48 £. /) {voir chapitre 52). 

dim f dim f. dim / 3 _ nll. r g .£ 3 = L 
dim £. dim/ ML~'T 2 .L A 

CONCLUSION: 

La flèche est hier homogène à une longueur. 

* Le signe « a » est toléré, avec réservés. 


b Le produit scalaire de deux vecteurs se note : 

A.B {ouA B) 

b Le produit vectoriel* de A par B se note : 

AxB 

a La division se note : { ou a/b 
b 

DIMENSIONS DE QUELQUES GRANDEURS 


Grandeur 

Dimension 

Vitesse 

l . r -1 

Vitesse angulaire 

T - 1 

Force 

M.L.T-z 

Énergie 

LZMT-Z 

Densité relative 

sans dim. 

Module de Young £ 

ML ~ï r-* 

Moment quadratique 


de surface f 

£4 

Contrainte 

/wt-i r 2 

Masse volumique 

ML-* 
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71 Éléments 
vectoriels 

71 ml Bipoint (A,B) ou AB 

le bipoint (A,B) est l'ensemble ordonné de deux points A 
(origine) et E (extrémité). 

La norme du bipoint correspond à la distance séparant æs deux 
points ; on la note d (A,B). 

On peut définir un bipoint par : 

■ son support : droite (D) passant par A et B ; 

■ son origine: le point / de (£>}; 

■ sa norme : la distance de A à B notée d {A, B) , 

■ son sens : de /I vers fi. 


Bl POINTS 



9 


Bipoint nul {A, A) 



Bipoints parallèles 
if. J) U (K,L) 

Sens contraire 


REMARQUES: 

■ un bipoint ru! a une origine et une extrémité confondues, 

■ deux bipoints peuvent être parallèles, colinéaires, de mêmes 
sers, de sens contraires, équipotlenls, opposés et même direc¬ 
tement opposés. 

71.2 Vecteur V 

L'ensemble de tous tes bipoints équipoflents à un bipoint {A,B) 
constitue une classe d'équivalence appelée vecteur A B ou V. 

REMARQUES : 

■ Pratiquement, on dessine un bipoint qui est un représentant 
du vecteur 

> 

■ Un vecteur V, représenté par un bipoint, désigne : 

1° une direction (D) qui est celle du bipoint ; 

2° un sens, celui de A vers B (axe A) ; 

3 e une norme (ou longueur ou intensité) notée |[l/||; 

■ \\V}\=\\AB [|= d {AB) = l/ou /i? (nombre arithmétique) ; 

■ le vecteur 7 e$tunitairesi|iu|| = 1 ; 

■ le vecteur Ô est nuf si |j0|| = 0. 

71 »3 Pointeur (A, V ) 

L'association d'un vecteur V et d'un point particulier ^s'appelle 
un pointeur (anciennement : vecteur lié). 

71-4 Glisseur ((D),V ) 

L'association d'un vecteur V et d'une droite particulière (D) s’ap¬ 
pelle un glisseur (anciennement^: vecteur glissant). La droite ne 
peut avoir que la directior de V. 


Bipoints colinéaires de même sens : 

-i--1--— 

Bipoints colinéaires de sens contraires : 


*— 


P_O 

Bipoints opposés {P, Q) = - [R, S) : 1 

o ri 

-i— 

Bipoints directement opposés (P J f Q“) = - (R\ S f ) : 
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72 Repérage 
des vecteurs 

72 ml Vecteurs linéairement 
indépendants 

Aucune combinaison linéaire de deux d'entre eux ne permet de 
définir le troisième. 

72 «2 Base et repère 

Trois vecteurs linéairement indépendants constituent une base, 
dans l'espace. 

Trois bipoints de même origine, associés à chacun de œs 
vecteurs, forment un repère. 

REMARQUES: 

■ une base définit des directions et une norme ; 

■ deux repères distincts (fit ,)= (A S) et (fJî 2 ) = (0|, M) 
sont donc associés à une même base [$). 

72 ■ 3 Base et repère orthonormés 

les trois vecteurs linéairement indépendants définissant ta 
base ou le repère doivent être à la fois orthogonaux et de norme 
égale à l'unité: 

iï\±U 2 ±th et iiüTli-llülll-lltfsll-1 

72 a 4 Base et repère orthonormés 
directs ou indirects 

Si deux des vecteurs de la base ou du repère définissent le sens 
positif du troisième selon la «règle du tire-bouchon» ou selon 
ta «règle des trois doigts» ou du «bonhomme d’Ampère», 
la base (ou le repère) est orthonormée directe ; sinon, elle est 
indirecte. 


VECTEURS l INÉAIREMENT INDÉPENDANTS 



A, Vf et V 2 définissent un plan ; si V 3 n'est pas parallèle 
à ce plan, les trois vecteurs sont linéairement 
indépendants. 


BASES ET REPÈRES 

Base : 

Repère : 
(tfiMA^) 

«M. V„ \T 2 , V 3 ] 

Repère : 

(ift 2 )=(0 1 . S) 

v 4 ^ 
'^1 

V 

V 

°^v 2 


BASE (OU REPÈRE) ORTHONORMÉE DIRECTE 




Rotation de u-, vers u 2 : 
progression selon u 3 


I 

("3 



OBSERVATION SELON L'UN DES AXES 


REMARQUE: 

Lorsque l'observation d'une base ou d’un repère s'effectue 
seîon l'un de ses axes, on utilise la représentation convention¬ 
nelle décrite ci-contre. 

72» 5 Coordonnées, composantes 

■ Coordonnées : ce sont les valeurs algébriques des projec¬ 
tions d'un vecteur sur la base (ou sur le repère). 

■ Composantes : œ sont les projections vectorielles du vecteur 
sur ta base (ou sur te repère). 


1. >4^ 


1. Vue selon-z 


<A jz 



2 . ^ 


z 



—►y 


2. Vue selon +z 
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EXEMPIÉ : ^ 

Le vecteur V^5 x+2 y-z a pour : 

■ composantes : Vu=S x. V^=2 y, V-u - -1 
m coordonnées :+5,+ 2,-1. 


REMARQUES: 

■ On écrit souvent un vecteur sous ferme matricielle : 


Vi = {x ÿ z)jr2j=5 x+2 y-z soit IA (5 2 -l) 
Vç>={x y z)| oj=3 x-2Z soit V 2 (3 O -2) 


1A+ 1A= (x y z) 


Ml 

= 8 x+ 2 y- 3 z 


- (I y î) 


8 ’ 

-3 


■ On simplifie souvent l'écriture en omettant de préciser le 
terme (x.yz) quand il n’y a pas d'ambiguité. 


73 Opérations 
vectorielles 


73 »1 Multiplication 
par un scalaire 

En multipliant le vecteur V par un scalairejou nombre algé¬ 
brique) A, non nui, on obtient Se vecteur A V : 

■ colinéaire à V\ 

■ de même sens que 1 / si A > 0 ou du sens contraire si A < 0 ; 

■ denorme ||AV||=|A|.||V||. 


73 ml Somme vectorielle 

C'est un vecteur $ défini par l'addition des bipoints associés à 
chaque vecteur dont on cherche la somme. 

EXEMPIE: 

S=j/i’ +W-K ou S=ÿî + £+(r ; Vs) 

■ AB représente le vecteur IA , 

■ BC représente le vecteur fez ; 
m CD représente le vecteur - 1/ 3 ; 

■ A D représente le vecteur S. 

La somme vectorielle est associative : 

Si S 3 = IA - Vz , alors S 2 = IA + $3 
La somme vectorielle est commutative : 

S2 = 10 + V 2 — V % - 1/2 + l/i — I/3 = —1/3 + V) +1/3 


PROJECTIONS, COORDONNÉES, COMPOSANTES 
D’UN VECTEUR 




Composantes de V, dans {//i) - (x, y,z) 



VÙ= 5 x V 1y = 2 y V 1z = 


ou X, = S x ou Y, = 2 y ou Z, - 

Coordonnées de V, dans (.S ) = ( x, y, z) : 

5 


V, ( 5 2 -1 ) ou 


V, 


2 

-1 


z 

z 


MULTIPLICATION D'UN VECTEUR 

PAR UN SCALAIRE 

données 

Résultat 


2 V * 

2 j À2 ~ 



SOMME VECTORIELLE 



S s = v i + v 2 -v 3 



La somme vectorielle a pour origine l’origine du premier 
vecteur et pour extrémité l'extrémité du dernier. 
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73*3 Produit scalaire 

Le produit scalaire' de deux vecteurs est un nombre algébrique 
calculé par ta relation : 

VuVHmMW .cos (F,, Fs) 


PROPRIÉTÉS : 

■ il est commutatif : F,. F 2 = F2. F, 

m il est distributif : (Ft + F ? ).F S = Fi. F s + v\. V 3 

■ A 7,. V 2 = U 7,). 7s = Vu (a Fs) 


REMARQUE: 

Si or donne Ft{X,, Y h Z,) et F 2 (A ? , Y 2 , Z 2 ), le caîcuf du 
produit scalaire conduit à : 

Fi.Fî = XuXz+ Yï.Yz+ZuZz 

EXEMPLE : 

7 ( 2 ); F 2 | oj ; Fi . F 2 =5 x 3 + 2 x 0 + 1 x (- 2) = + 13 


73 «4 Produit vectoriel 

Le produit vectoriel'' de deux vecteurs F et F? est un vecteur 

îF-FixFs 

■ perpendiculaire à un plan parallèle à Fi et F 2 , 

■ de sens défini par "ta règle du tire-bouchon» {§ 74,4), 

■ de norme || F'IhllFll .||Fs||. |sin(F,, F 2 )|. 

PROPRIÉTÉS: 

—► -+ —> —> 

■ ileslanticornmutatif : V\x V 2 - - V 2 x Li, 

■ itestdistributif: 

Fl X ( Fs + F 3 ) = Fi X Fs + Fl X Fs (Varignon), 

■ a(FxFs)= ( aF,)x Fs = Fix( A Fs). 


REMARQUE: 

Si on donne F, {X,. Y h ZletF? (X 2 , Y 2l Z 2 ), la détermina¬ 
tion du produit vectoriel conduit à : 


(PTxt/i): 


R 

\X 2 

(J>- / Y\ , Z 2 - Z\ * Y 2 

* XX | 

^2 

- j Z \. X 2 ” X\ * Z 2 

1 A 


.Yï-Yi.XzI 


W 


EXEMPLE 




I e signe <■.» placé entre deux vecteurs désigne leur produit scalaire. Le signe « x » placé entre deux vecteurs indique leur produit vectoriel 
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73*5 Moment d'un pointeur ou d'un glisseur 


PAR RAPPORT À UN POIN T 


PAR R APPORT À UN AXE 



I 

Sens de W b 



Rotation autour 
de O 


■ Le peint 0 et le pointeur ( A, V ). ou Ie glisseur ((0X^1 
déterminent un plan (P). 

■ Le moment en 0 de ( A, V ) ou de (t O), v) est un vec¬ 
teur w noté : ^ 

w =mI{a,v) = ^o[{d), v) 

■ Définition géométrique du moment : 

• direction perpendiculaire à (P) 

• sens selon la règle du tire-bouchon (§ 74.4) 

• norme || wj|= !| i?|i x d 
m Définition vectorielle : 

w = œl({D),v} = œ*o(A,v)= oaxv 

REMARQUE : 

Lorsqu’on connaît la norme du vecteur et sa distance au 
point, il est sauvent plus facile d'utiliser la définition 
géométrique. 



■ Pour déterminer le moment par rapport à l'axe [0,1 ) du 
pointeur (a, V ) ou du glisseur ((0), v): 

1° Projeter Ven P'sur un pian (P) perpendiculaire à (0,7) ; 
2 L Déterminer ie moment par rapport à 0 du pointeur ( A I? ) 

■ Définition géométrique du moment : 

Elle se ramène au cas ci-contre. 

■ Définition vectorielle : 

IV = ^(a.v) = Û^'x?'=[{odxl?).z] z 

REMARQUE I _ 

Après avoir projeté V sur le plan (P), la remarque 
concernant le moment par rapport à un point, s'applique 
également. 


Il est souvent plus facile d'utiliser les relations vectorielles lorsqu'on connaît tes coordonnées du vecteur, de son origine et du point 0. 


74 Torseurs 


74 >1 Définition 

Soit un ensemble (E) de pointeurs (ou de gîisseurs) notés 

Wl. /l)> (^2> fi )> (^fl* f n)- 

Leur Eorseuf en un point A s'écrit : 

A {m) = A {msfA(E)} ou bien 

R(E) : résultante du lorseur. 

/H a{E ) : moment du torseur. 

R[E) = h+Tz+ + (somme des vecteurs). 

Af A {E)=At${Ai, /î)+ ... {momentdes parte). 



HEMARQUES : 

■ La résultante d'un torseur ne dépend pas du point ou i‘on 
écrit ce torseur ; 

■ le moment d'un torseur dépend du point A choisi pour 
{'exprimer ; 

■ En un point 8, on a : 

e (r<F)}= fl {/?(E)/Mf)} 

avec: 


Af 8(8)=Af /,(F) + BÂ x R{È) 
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74*4 Axe central 

C'est une droite de l'espace en tous points de laquelle le moment 
du torseur est colinéaire à sa résultante : 

It est unique, pour un torseur donné (à l'exception du torseur-coupie 
pour iequei il n'est pas défini, voir ci-dessous). 

REMARQUES : 

■ Un torseur ayant une résultante non nu lie et un invariant 
scalaire J nui se réduit sur l'axe central à un torseur univecteur 
à résultante ; il se représente par sa résultante. 

■ Un torseur ayant une résultante non nulle et dont l'invariant 
scalaire J est différent de zéro, se réduit sur l'axe central à sa 
résultante et à un moment. Ce moment a alors une norme minimale. 

■ Un torseur dont fa résultante est nulle a même vecteur moment en 
tous points de l'espace. Il s'agit d'un torseur univecteur 
à moment - ou torseur couple - représenté par son seul vecteur 
moment. 



74 «2 Équiprojectivité 
du moment 

Lorsqu'on écrit (ou dessine) le torseur associé à un ensemble en 
deux points A et B, on constate que les projections algébriques des 
moments sur a B sont égaies : 

#AÈ).AB= 


74 «3 Invariant scalaire J 

Le produit scalaire de la résultante et du moment d'un torseur est 
indépendant du point où l’on écrit le torseur : 



m 

jXL â \ 

A 

I 

= \ YMa )=*/=X.La*Y.M a +Z,N a 
a'ZNaI 

■ j 

Â(fi 

\ XLb \ 



S [yMb =*J=X.ls + Y.Ma + Z.Ns 

«I 

Af #(f)j 

B'Z Nb> 


J* 

Ji = Jz : constant en tons points 


La projection du moment d'un torseur sur sa résultante est constante 
en tous points. 
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